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Pour que f soit définie, il faut avoir e* —e™* > 0, soit e* > e~ %, ou encore x > —x puisque

la fonction exponentielle est croissante. Cela donne 2x > 0, donc Dy =]0; +o0|.
x

Comme lime* — e~

=0, on a lim f(z) = —oo. En 400, e — e™* tend vers +o00o, donc
z—0 z—0

f(z)

f aussi. De plus, f(z) = In(e*(1 — e~ 2*) = 2 4+ In(1 — e~2*). On en déduit que =

In(1—e 2
M. Comme lim In(1 —e™2%) = 0, on en déduit que lim /@) =1. On
X r——+00 rx—+o00 X

calcule donc f(z) — 2 = In(1 — e~2%), dont on a déja vu que ca tendait vers 0 en +oc.

Conclusion : f admet en +00 une asymptote oblique d’équation y = x.
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Encore une fois, on reprend f(x)—z =1In(1—e . Comme 1—e72% < 1, cette expression
est négative, donc la courbe de f est toujours en-dessous de son asymptote.

ef+ e *

Dérivons donc f : f'(z) = —. Cette dérivée est strictement positive sur |0; +oo],
e

la fonction f est donc strictement croissante. Voici la courbe de f :

et —

On a vu que la fonction f était strictement croissante et continue, elle est donc bijective
de ]0; +oo[ sur R (au vu du calcul des limites). L’équation f(x) = n a donc une unique
solution quelle que soit la valeur de n.
Puisque f(u,) < f(up+1), la fonction f étant croissante, u, < un4+1, et la suite est
strictement croissante.
D’aprés le théoréme de la bijection, la réciproque f~! de f a pour limite +00 en +o0. Or,
on a u, = f~(n), donc lim wu, = +oc.

n——+00
e~ ) =

0. La suite (uy) ayant pour limite +o00, on en déduit que lil}_l Uy —n = 0. De plus,
n—-+00

Par définition de u,, on a u, — n = u, — f(u,). Or on a vu que

up —n = —In(l — e 2%n). Comme e 2% tend vers 0, on peut appliquer 'équivalent
classique de In(1 + z) en 0 pour obtenir u, — n ~ e 2%, Or, u, = n + o(1), donc
e 2un — g=2nto(l) — =2neo(l) o, =21 pyisque Pexponentielle de quelque chose qui tend
vers 0 tend vers 1.
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(b) On sait en fait résoudre I’équation In(e® — e™®) = n : elle équivaut a e* — e ™™ = ¢"

soit, aprés multiplication par e*, e2* — e¢”e® — 1 = 0. En posant X = e, on se raméne a
I'équation du second degré X2 — e X — 1 = 0. Celle-ci a pour discriminant A = e?" + 4

e" + Ve +4
(toujours positif) et admet donc deux racines X; = %

e" + e +4
2

, et X5 qu’on oubliera

car elle est négative. On revient Az =In X =1In ( ) , qui est donc la valeur

exacte de u,.



