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On effectue une série de lancers d’une piéce équilibrée jusqu’a obtenir un premier Pile. On note
Z le nombre de lancers ainsi effectués, puis si ce nombre de lancers a été égal a k, on remplit une
urne de k boules numérotées de 1 & k, on tire une boule au hasard dans cette urne et on note X le
numéro de la boule tirée. Dans le cas (extrémement improbable) ol on n’obtient jamais Pile lors de
la série de lancers de la piéce, on considére que X = 0.

1. Rappeler la loi de Z, ainsi que son espérance et sa variance.

2. (a) Déterminer la loi conjointe du couple (Z, X) (en précisant clairement les valeurs pour
lesquelles P((Z = k)N (X =1)) =0).
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(b) En déduire que, Vi € N, P(X =1i) = Z ok
k=i
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(¢) En admettant la formule ZZCLM = ZZaM (ol @, est une expression pouvant
i=1 k=i k=1 i=1
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dépendre des deux indices i et k), calculer Z P(X =1).
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3. (a) Montrer que, Vi > 1, iP(X =1) < <2> , et en déduire que X admet une espérance.

(b) En utilisant la méme formule d’inversion des sommes qu’a la question 2.c), calculer F(X).

4. (a) En vous inspirant des questions précédentes, montrer que X2 admet une espérance et que

B(X?) = éi" (k+1)2(3k+ o)
k=1

(b) Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que Vk > 1, (k+1)(2k + 1) = ak(k — 1) + bk + c.

(c) En déduire la valeur de E(X?), puis calculer V(X).
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5. On note d tt tion fu(z) =y .
n note dans cette question fy,(x) 2
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(a) Montrer que Vx € [0;1], f/(z) = 1 =
—x
k=n 1 % "
b) En déedui Vn>1,) - =In(2) - dz.
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(¢) Montrer que, ¥n > 1, 0 < /2 dxr < —, et en déduire lim dx.
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(d) Déduire des calculs précédents que P(X = 1) = In(2).



