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Exercice 1

1
1. Posons donc v, = u, + an, on a alors vp41 = upy1 +a(n+1) = §un +n+2+an+a =

1
3 ln + (1 +a)n + 2 + a. On voudrait mettre cette derniére expression sous la forme av,, +

(évitons de reprendre la notation a déja utilisée dans la définition de vy,,). Ainsi on cherche a

1
avoir iun—i-(1+a)n+2+a:a(un+an)+ﬁ:aun+aan+ﬁ, ce qui ne peut se produire
1 11
quesioz:i,aa:1+aetB:2+a,soita:§, iazl—i—a,donca:—Q,etenﬁnﬁ:().

La suite définie par v, = u, — 2n est donc simplement géométrique de raison 3

1 1
2. Comme vg = ug — 2 x 0 = 1, on en déduit que vn:Q—n,puis un:vn+2n:2n+2—n.
k=n k=n 1
1 n(n—l—l) 1—W 1
3. CalculonsdoncZukzz2kz+2—k:2x 5 + ! :n(n+1)+2—2—n.
k=0 k=0 2
Exercice 2
a b c a(k +2)(k +4) 4+ bk(k +4) + ck(k + 2)
1. Partons donc de la f finale : — = =
artons donc de la forme finale k+l<:—|—2+k—|—4 R+ 2k 4)
a(k? + 6k + 8) + b(k® + 4k) + c(k* +2k)  (a+b+ c)k? + (6a + 4b+ 2c)k + 8a Pour aue
k(k +2)(k + 4) - k(k +2)(k + 4) ' d

I'identification fonctionne, on doit donc avoir a + b+ ¢ = 0, 6a + 4b + 2¢ = 0 et 8a = 1,

1 1 3 1
soita=—,b+c= -3 et 4b+2c = I On peut procéder par substitution : ¢ = 3~ b, donc

8
1 3 1 1 1 1 1
4b — 1 20 = T soit 2b = —5 et b= vk Reste c = —3 + 1-3 Conclusion de ce superbe
leul 1 1 " 1 1 y 1 n 1 " 1
calcul : =-X—-—= X ——4 - X ——.
k(k+2)(k+4) 8 k 4 k+2 8 k+4
2. Il se produit un superbe télescopage, qu’on peut par exemple rédiger avec des changements

d’indices :




k=5
1 1 1 1 1 1 1 1
= Ct ot s — e — -
8 16 24 32 12 16 4n+1) 4n+2)
n 1 n 1 n 1 n 1
8n+1) 8n+2) 8n+3) 8(n+4)
_ 1244+43-8
B 96

—(n+2)n+3)n+4)—(n+1)(n+3)(n+4)+n+1)(n+2)(n+4)+ (n+1)(n+2)(n+3)
8(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)

_ o
-9
—(n® +9n2 + 26n + 24) — (n3 + 8n? + 19n + 12) + (n3 + 7n? + 14n + 8) + (n® + 612 + 11n + 6)

8(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)

o 4n? + 200 + 22
96 8m+1)(n+2)(n+3)(n+4)
11 2n2 + 10n + 11

96 4n+1)(n+2)(n+3)(n+4)

3. Essayons donc de prouver par récurrence la propriété

b ’“Zij 1 o 202 + 100 + 11
" = k(k +2)(k +4) 96 4n+1D)(n+2)(n+3)(n+4)

1 1
. _ = et la formul leur — —
1 )(3)(5 15, et a rormuile donne comime valeur 96
2410+ 11 o235 W w1 o P st veific
= = = — = —— = —— = — onc la propriete €S erimee.
Ax2x3x4x5 96 480 480 480 480 15’ pEop Lesby

Supposons désormais la propriété vérifiée au rang n, on peut alors écrire

Pour n = 1, la somme se réduit a




k=n+1 k=n

1 1 1
; EEICET I ;k(k—l—2)(k+4)+(n+1)(n—|—3)(n—|—5)
11 2n2 4+ 10n + 11 1

96 Ant Dm+2m+3)n+4d)  m+Dn+3)nL5)
11 (202 +10n+11)(n+5) —4(n+2)(n +4)

96 A+ 1)(n+2)(n+3)(n+4)(n+5)

11 203 +10n2 + 11n + 1002 + 50n + 55 — 4n? — 24n — 32
96 4(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)(n+5)

11 2n 4+ 16n2 + 37n + 23

96  4(n+1(n+2)(n+3)(n+4)(n+5)

On constate que —1 est racine évidente du numérateur de la deuxiéme fraction, on peut donc
écrire 2n 4+ 16n? + 3T + 23 = (n + 1)(an® +bn +¢) = an® + (a + b)n? + (b + ¢)n + c. Par
identification, on obtient @ = 2, b = 14 et ¢ = 23. On peut donc écrire, en reprenant le calcul

k=n+1 2
précédant, Z L = o 2n” + ldn + 23 . Le dénominateur de la
— k(k+2)(k+4) 9% 4(n+2)(n+3)(n+4)(n+5)
deuxiéme fraction est bien celui donné par la formule de P, 41, reste a vérifier que le numérateur est
le bon, il devrait étre égal a4 2(n+1)2+10(n+1)+11 = 2(n?+2n+1)+10n+10+11 = 2n? +14n+23,
c’est exactement ce qu’on a obtenu. La propriété P, 1 est donc vérifiée et, par principe de récurrence,
la formule est vraie pour tout entier n.

Exercice 3

1. Jusque la, tout va bien, Dy = R\{—1;1}.

222
2. Pour voir si f est injective, considérons deux réels z et 2’ tels que f(z) = f(z'), soit — 1=
l‘ —_—
22" ~ 2( .12 12(..2 : 2 ? NP
—m 0 ce qui donne 2x*(z"* — 1) = 22" (2* — 1) puis —22* = —2z'%. Ceci n’implique pas
x —_—
que x = 2/ (on peut aussi avoir z = —2’), la fonction n’est pas injective. On a par exemple

f(2) = f(-2) = 3 Pour la surjectivité, cherchons les antécédents d’un réel quelconque y, et
2

2z

partons donc de y = — T Cela implique ya? —y = 222, soit 2%(y — 2) = y, ou encore
x J—

z? = LQ Cette équation n’a pas de solution lorsque y = 2 (mais aussi lorsque y €]0;2|),

donc la fonction f n’est pas non plus surjective.

3. Sur I’ensemble en question, f devient injective puisque seul 'antécédent positif de y est valable
(et il y en a toujours un positif et un négatif parmi les deux). Reste & déterminer quels sont

les valeurs de y pour lesquelles 22 = admet une solution, c’est-a-dire les valeurs pour

y—2
Y 5 > 0. Un petit tableau de signe permet de déterminer que I’ensemble d’arrivée

lesquelles

de f sera | — 0o;0]U]2; 400].

4. D’apreés les calculs précédents, g est définie sur | — oo; 0]U]2; +o00[ par g(y) = , / Y 5 (on garde
y p—

lantécédent positif de y).




Exercice 4

1
1. Prouvons donc par récurrence double la propriété P, : u, = — (

V5
1 <1+\/5_1—\/5>

Pour n = 0, la formule de droite est égale & — 5 5

V5

donc Py est vérifiée.

Pour n = 1, la formule de droite est égale & — 1 1 NG X 1

1 (14+2V5+5 1-2V5+5\ 1 4/5
NG = =

1 = uy donc P; est vérifiée.
Supposons désormais les formules exactes au rang n et au rang n+ 1, alors uy 1o = Upt1+uy =

1 1+\/5 n+2 1_\/5 n+2 1 1+\/5 n+1 1_\/5 n+1
N 2 a 2 +% 2 B 2
L+v5 o _1-W5
2 YT

ot

1
Notons ¢ et ¢’ les deux nombres ¢ = ;on a donc upqo = %(‘PM_2 +
1
— (" + 1) — (¢ +1)). On devrait avoir comme formule

V5

/n+3)

n+1 m+2 _ /n+1) —

¥ - ¥ ¥

o
Unpt+2 = —F—=
n+ \/5 @
prouver P, 5. Or I'équation  + 1 = 22, ou 22 — x — 1 = 0, a pour discriminant A = 5, et
admet pour racines ¢ et ¢'. La propriété P, o est donc vérifiée et, par principe de récurrence
double, la formule est vraie pour tous les termes de la suite.

n+3 __

% . 11 suffit donc de prouver que p +1 = ¢? et ¢/ + 1 = ¢? pour

2. Démontrons donc par récurrence la propriété P, : tp oty — u2 =D
Pour n =0, ug x ug —uj =2 —1=1=(—1)?, donc la propriété Py est vraie.
Supposons désormais la propriété vérifiée au rang n, en utilisant la définition de la suite, on a
alors Upy3Unt1 — u721+2 = (Up+1 + Unt2)Un+1 — u31+2 = u%_H + Upt2(Upt1 — Upy2). Or, comme
Up + Uptl = Upt2, ON & Upt] — Upt2 = —Up, AONC Up43Unp4+1 — ui+2 = U%H — UpyoUy. Clest
exactement 'opposé du membre de gauche de P,,, donc cela vaut par hypothése de récurrence
—(=1)" = (=1)"*"!. Ainsi la propriété P, 1 est vrai, et par principe de récurrence, la relation
est valable pour tout entier n.

3. Simples calculs : Sg =ug =1;51 =ugtu; =141 =2;5 =1+142=4;53 =14+14243=7
et Sy=1+1+2+3+5=12

4. On va bien évidemment démontrer par récurrence la propriété P, : S, = tunpto — 1.
Pourn=0,ona Sy=1=2-—1=wuo — 1, donc Py est vérifiée.

k=n+1

Supposons P, vraie, alors S,4+1 = Z U = Sp + Un+1, ce qui est égal par hypothése de

k=0
récurrence a Up+2 — 1 + upyq. Par définition de la suite, up42 + Upt1 = Unts, donc Sp41 =

Up4+3 — 1, ce qui prouve P, 1. Par principe de récurrence, la propriété P, est vraie pout tout
entier n.
5. PROGRAM sommefibo;
USES wincrt ;
VAR u,v,w,i,n : integer;
BEGIN
WriteLn(’Choisissez la valeur de n’) ;
ReadLn(n);
u:=1;v:=1,;

FOR i:=1TO n+1 DO



BEGIN

W =u+v;
u:=v;
Vi=W;,
END:

WriteLn(’La somme est égale & ’v-1);
END.



