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ée Carnot30 septembre 2011Exer
i
e 11. C'est bien évidemment vrai, il su�t de prendre n = −12 par exemple (ou tout autre entiernégatif).2. Là, 
'est faux, une fois l'entier n �xé, on peut toujours trouver un autre entier naturel qui serastri
tement plus petit. Une façon de voir les 
hoses est d'é
rire la négation de notre énon
é :
∀n ∈ Z, ∃p ∈ Z, p < n, 
e qui est vrai en posant p = n − 1.3. C'est vrai, il su�t de prendre y = ex, qui sera en e�et toujours stri
tement positif.4. Non, 
'est faux, 
ar il existe un (et un seul !) 
ontre-exemple pour x = 0, qui est tout seul àavoir pour valeur absolue 0. L'a�rmation serait vraie en mettant ∀x ∈ R

∗.5. C'est bien évidemment faux, 
ar on peut 
ertainement trouver des valeurs de x et de y qui nevéri�ent pas l'inégalité x < y.6. C'est vrai, une fois x et y �xés stri
tement positifs, on peut toujours trouver un z su�sammentgrand pour que son produit par x soit plus grand que y. Les plus 
ourageux véri�eront que
z = x ×

(

Ent

(

1

y

)

+ 1

) 
onvient toujours.Exer
i
e 21. La seule valeur pouvant poser problème est 
elle qui annule le dénominateur, don
 Df = R\{2}.2. Le plus simple est de faire un tableau de signe de 
e qui se trouve dans la valeur absolue.Le numérateur a pour dis
riminant ∆ = 9 − 4 = 5, don
 s'annule pour x1 =
3 −

√
5

2
et

x2 =
3 +

√
5

2
. Le dénominateur s'annule évidemment en 2, qui est 
ompris entre x1 et x2. D'oùles signes suivants :
x x1 2 x2

x2 − 3x + 1 + 0 − − 0 +

x − 2 − − 0 + +

f(x)
x2 − 3x + 1

2 − x
0

x2 − 3x + 1

x − 2

x2 − 3x + 1

2 − x
0

x2 − 3x + 1

x − 23. Les anté
édents de 0 ont déjà été déterminés, il s'agit de x1 et de x2. Pour les anté
édentsde 2, il s'agit en fait de résoudre deux équations, tout d'abord x2 − 3x + 1

2 − x
= 2, qui donne

x2 − 3x + 1 = 4− 2x puis x2 − x− 3 = 0, équation dont le dis
riminant vaut ∆ = 1 + 12 = 13,et admet don
 deux solutions x3 =
1 +

√
13

2
et y2 =

1 −
√

13

2
; et x2 − 3x + 1

x − 2
= 2, qui donne

x2−3x+1 = 2x−4, puis x2−5x+5 = 0, équation dont le dis
riminant vaut ∆ = 25−20 = 5,1



qui admet également deux ra
ines x5 =
5 +

√
5

2
et x6 =

5 −
√

5

2
. Tout 
ela nous donne don
quatre anté
édents pour 2 (que je n'ai pas envie de réé
rire).Même méthode pour 5, la première équation donne x2 −3x+1 = 10−5x, soit x2 +2x−9 = 0,dont le dis
riminant vaut 4 + 36 = 40, et admet deux ra
ines x7 =

−2 + 2
√

10

2
=

√
10 − 1, et

x8 = −1 −
√

10 ; la deuxième équation donne x2 − 3x + 1 = 5x − 10, soit x2 − 8x + 11 = 0,dont le dis
riminant vaut 64 − 44 = 20, et qui a deux ra
ines x9 =
8 − 2

√
5

2
= 4 − 2

√
5 et

x10 = 4 + 2
√

5. Le réel 5 a don
 également quatre anté
édents par f .4. La fon
tion g a le même domaine de dé�nition que f , et g′(x) =
(2x − 3)(x − 2) − (x2 − 3x + 1)

(x − 2)2
=

x2 − 4x + 5

(x − 2)2
. Le dis
riminant du numérateur vaut ∆ = 16 − 20 = −4, don
 
e numérateur esttoujours positif. La fon
tion g est don
 stri
tement 
roissante sur ]−∞;−2[ et sur ]2;+∞[. Leslimites en ±∞ se 
al
ulent par la méthode des termes de plus haut degré. Elles valent −∞ et

+∞ respe
tivement. En 2, le numérateur tend vers −1, et le dénominateur vers 0, on en déduitfa
ilement que lim
x→2−

g(x) = +∞ et lim
x→2+

g(x) = −∞. Soit le tableau de variations suivant :
x −∞ 2 +∞

g

−∞

��
�

�

+∞

−∞

��
�

�

+∞

5. Il su�t d'inverser les variations de g sur les intervalles où f est négative, 
e qui donne :
x −∞ x1 2 x2 +∞

f

+∞HHHj 0

�*��

+∞ +∞HHHj 0

�*��

+∞

6. Pour x = 1, on a f(1) = 1, et f ′(1) = g′(1) = 2 puisque 1 se situe dans un intervelle où f et g
oin
ident. L'équation de la tangente est don
 y = 2(x − 1) + 1 = 2x − 1.7. Voila la 
ourbe, ave
 la tangente en noir et l'asymptote verti
ale en pointillés. Sur votre feuille,vous pouviez bien sûr essayer de pla
er les anté
édents de 2 et de 5 le plus pré
isément possible :
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Exer
i
e 3 (d'après vieux sujet de ba
)On 
onsidère la famille de fon
tions fk (k étant un entier naturel) dé�nie par les équations
fk(x) = xke−x.1. Toutes 
es fon
tions sont dé�nies sur R. La fon
tion f1 : x 7→ xe−x a pour dérivée f ′

1(x) =
e−x − xe−x = (1 − x)e−x. L'exponentielle étant évidemment toujours positive, la fon
tion f1est 
roissante sur ]−∞; 1] et dé
roissante sur [1;+∞[. Elle admet en 1 un maximum de valeur
f1(1) = e−1 =

1

e
≃ 0, 4. La fon
tion f2 : x 7→ x2e−x a pour dérivée f ′

2(x) = 2xe−x − x2e−x =

x(2− x)e−x. On peut faire un tout petit tableau de signes pour véri�er que f est dé
roissantesur ] −∞; 0] et sur [2;+∞[ et 
roissante sur [0; 2]. On 
al
ule également f2(0) = 0 (toutes lesfon
tions fk s'annulent en 0) et f2(2) =
4

e2
≃ 0, 5. En�n, la fon
tion f3 : x 7→ x3e−x a pourdérivée f ′

3(x) = 3x2e−x − x3e−x = x2(3 − x)e−x. La dérivée est du signe de 3 − x, don
 f3 est
roissante sur ] − ∞; 3] et dé
roissante sur [3;+∞[. Elle admet un maximum en 3 de valeur
f3(3) =

27

e3
≃ 1, 3.Les limites en +∞ peuvent se 
al
uler simultanément pour toutes les fon
tions, puisqu'on a,quelle que soit la valeur de k, une 
roissan
e 
omparée qui permet d'a�rmer que lim

x→+∞

fk(x) =

0. En −∞, e−x tendra vers +∞, et est multiplié par xk qui tend vers +∞ ou −∞ selon la paritéde k. On a don
 lim
x→−∞

f1(x) = lim
x→−∞

f3(x) = −∞ et lim
x→−∞

f2(x) = +∞. On peut résumer tout
e
i ave
 les trois tableaux suivants :
x −∞ 1 +∞

f1

−∞

��
�

�

1

eHHHj 0

x −∞ 0 2 +∞

f2

+∞
@

@
@R

0

�*��

4

e2 HHHj
0

x −∞ 3 +∞

f3

−∞

��
�

�

27

e3 HHHj 0Restent les tangentes à l'origine : on a déjà signalé qu'on aurait toujours fk(0) = 0, et f ′

k(0) = 0dès que k > 1 
ar il y aura toujours un fa
teur x dans la dérivée. La tangente est alorshorizontale. Par 
ontre, f ′

0(0) = 1, don
 la tangente à l'origine de 
ette 
ourbe a pour équation
y = x.2. Nous avons déjà vu que l'origine était un point 
ommun à toutes les 
ourbes. C'est égalementle 
as du point de 
oordonnées (1, 1), puisqu'on aura toujours fk(1) = 1 (et 
e sont les seuls,
ar 0 et 1 sont les seules valeurs qui ont toutes leurs puissan
es égales).3. Il s'agit simplement de généraliser 
e qui a été fait plus faut. La fon
tion fk a pour dérivée
f ′

k(x) = kxk−1e−x − xke−x = xk−1(k − x)e−x. Lorsque k est impair, le signe de la dérivée est
elui de k−x (
ar xk−1 est toujours positif), don
 fk est 
roissante sur ]−∞; k] et dé
roissante3



sur [k; +∞[. Elle admet un maximum pour x = k, de valeur fk(k) =
kk

ek
(
es maxima sontde plus en plus grands et tendent vers +∞ quand k tend vers +∞). Lorsque k est pair, ladérivée 
hange également de signe en 0, la fon
tion est alors dé
roissante sur ] −∞; 0], admetun minimum à l'origine, est 
roissante sur [0; k] puis à nouveau dé
roissante ensuite, ave
 unmaximum donné par la même formule que dans le 
as impair. Les limites ont déjà été donnéesdans le 
as général un peu plus haut : toujours 0 en +∞ et −∞ ou +∞ selon la parité de ken −∞.4. Pour 
ela le plus simple est de déterminer le signe de fk+1(x) − fk(x) = xk+1e−x − xke−x =

xk(x − 1)e−x. Les 
ourbes sont don
 de plus en plus bas sur [0; 1], et de plus en plus haut sur
[1;+∞[. Du 
�té de R

−, 
'est un peu plus 
ompliqué, puisque les 
ourbes sont alternativementau-dessus et en-dessous de l'axe des abs
isses. Il est en fait plus 
ohérent de 
omparer dans
e 
as fk et fk+2 (deux 
ourbes se trouvant du même 
�té de l'axe), dont la di�éren
e vaut
xk(x2 − 1)e−x. Les 
ourbes 
orrespondant à des valeurs paires de k sont don
 de plus en plushaut sur ] − ∞;−1] et de plus en plus bas sur [−1; 0], et 
'est le 
ontraire pour les valeursimpaires de k.5. Voi
i don
 les trois 
ourbes, f1 en rouge, f2 en bleu et f3 en vert, les tangentes en noir :
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