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C’est une équation du second degré, qu'on sait trés bien résoudre : A = 1+ 4 = 5,

-1+V56 -1-+5
TSy E
quant & la premiére, on peut l’encadrer en partant de 4 < 5 < 9 = 2 < /5 < 3, donc

. La deuxiéme solution est manifestement négative,

— <27 < 1.1l y a donc bien une solution unique a I’équation sur I'intervalle ]0; 1].

2
.1 3 1 2 2 .
815 << 1,ona§ <x+1<2 donc§ < f(z) < 3 Commeg < 1, on a a fortiori
1
B < flr) <L
1
La fonction f est bien sir dérivable sur son ensemble de définition, et f'(x) = —W.
x
. - o1 1 1 )
En reprenant la question précédente, si — <z < 1,o0n a 3 < ) < 3’ donc en élevant
x
1 1 4 1 4
¢ (tout est positif), 7 < —— o5 < 5, soit 5 < [F/(2)] < .
au carré (tout est positif), ISGrE Sy soi |f/(2)] 5

Commencgons par prouver par récurrence que Vn € N, u, € [ ] :up = 1 appartient
. 1
bien & l'intervalle 5; . Supposons désormais que 5 < 1, on a d’aprés la question

b B < fluy) < 1, soit 3 S < Upt1 < 1, ce qui achéve la récurrence.

Constatons par ailleurs que 79 est un point fixe de la fonction f : on sait que ro vérifie

73 4+ 19 — 1 =0, s0it ro(rg + 1) = 1, donc ro = ou encore f(ry) = ra.

ro+1
On peut désormais appliquer I'TAF & x = u, et y = 79, qui appartiennent tous deux &

1 4
I'intervalle X 1| (cf questions précédentes), sur lequel on a vu que |f'(z)| < g On en
déduit que ‘f(un) - T2| < §|un - 7"2’7 soit ’un-i-l - "”2’ < §‘un - TZ"

n
Montrons enfin par récurrence la propriété P, : |u, — 12| < (9) .Pour n =0, |[ug—re| =

|1—7r9| < 1 carrg €]0; 1], ce qui prouve Py. Si on suppose P, vérifiée, on peut faire le calcul
suivant en utilisant successivement le résultat précédent et I'hypothése de récurrence :
4

4 4
[un41 — 72| < §|Un —rg| < 9 X | =

n n+1
9> < <9> . Cette derniére inégalité prouve P,

et achéve donc la récurrence.
n

4
Comme 9 < 1, la suite 9 converge vers 0, et le théoréme des gendarmes nous permet

d’affirmer que hrf |un, — 12| = 0, C’est-a-dire que lim wu, = ro.

n—-+00
Cette fois-ci, on ne sait pas résoudre I’équation, il faut donc étudier un peu le polynome
23 + 22 + x — 1. Sa dérivée est 322 + 22 + 1, qui a un discriminant négatif et est donc
toujours positive. La fonction x +— 2% + 22 + x — 1 est donc strictement croissante et



bijective sur R. Comme elle prend la valeur —1 pour = 0 et la valeur 2 pour x = 1, on
en déduit qu’elle s’annule entre 0 et 1. L’équation proposée a donc une unique solution
(aa cause de la bijectivité) qui appartient a 'intervalle |0; 1].

1
Le trinome z? + = + 1 étant strictement croissant sur Ry, on aura,si - <z <1, f(1) <
1 1 1 1 1
fle) < f <3> Comme f(1) = 3 et f <3> = W < 1, on aura bien 3 < f(z) < 1,

donc l'intervalle est stable.

La fonction g est C*° sur R (son dénominateur ayant un discriminant négatif, il ne s’annule

2 1
jamais), et ¢'(z) = —(362_;1:;_1)2; et en dérivant ¢’ comme un produit,
2 -2z +1) 22z +1)?—2(z*+x+1)
9') = et )X e T et D)
(x2+2+1) (242 +1) (x24+2+1)
822 + 8z +2 —22% — 22 — 2 6 1
_Sraert v v = 2z +1) . Cette dérivée seconde étant toujours po-
(x24+2x+1)3 (22 + 2 +1)2
iy 1 o . . , 24
sitivesur | ~; 1|, la dérivée g' y est strictement croissante. Comme ¢’ | - | = +—5——5 =
3 3/ (g+g+1)?
5
3 135 3 1 1 135
géjlg = 160 et ¢'(1) = g =3 on peut en déduire que Vz € [3; 1}, ld'(z)| < 169"

On aimerait appliquer 'TAF & = r3 et y = v,, en utilisant la majoration de |f’(z)]
obtenue & la question précente. Il faut pour cela vérifier que v, est toujours dans cet
intervalle, ce qui se fait en utilisant la stabilité de ’intervalle par une récurrence identique

1
a celle du début la question 1.d; et que r3 € {3; l] et est un point fixe de g. Comme

1 1 1 1 1 1 14 1
3f3+?+§—1:2f7+§+§—1:—ﬁ<O,onaeffectivementr2>§ (cf étude de la
question a). De plus, 73 +73 + 73 —1=0=r3(rf +r3+1) = 1 = r3 = f(r3), donc r3

est un point fixe de f. On peut donc bien appliquer 'TAF pour obtenir |f(v,) — f(rs)| <
135 135

@h’n - 7”3|> soit |Un+1 —7"3| < @Wn —7“3|-

135\"
On fait ensuite notre petite récurrence classique pour prouver que |u, — r3| < (169)

(comme dans la question 1.d, on majore |vg — 73| par 1 en utilisant que = < r3 < 1, et le

135
reste de la récurrence est identique en remplacant les 9 par des @)

135
La conclusion est également la méme : 169 < 1 donc le membre de droite de notre inégalité

tend vers 0, et en appliquant le théoréme des gendarmes, lirf |vn, — r3| = 0, c’est-a-dire
n—-roo

W =

que lim v, =r3.
n—-+00

La fonction hy, est C* sur R, de dérivée bl (z) = na" 1+ (n—1)2"2+..-+22+1. La
fonction h,, étant stricement croissante sur R, elle y est bijective. Comme h,,(0) = —a < 0
et lirf hn(z) = 400, on en déduit que I'équation h,(x) = 0 a bien une solution (unique
n—-roo

par bijectivité) sur [0;+oo[. De plus, on a hy,(1) = n — a, donc hy(1) > 0sin > a. En
appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires, h,, s’annule alors sur 'intervalle |0; 1]
et t, €]0;1].

C’est un simple calcul : (x —1)hy(z) = (z—1) (2" +2" 1+ 422 +2—a) = 2" 42" +
ettt —ar—at—a" -~ —rta=a2"M—ar—z+a=2""" - (a+ 1)z +a.
Notons que hyi1(z) = 2" + hy(z). Comme hy,(t,) = 0 (par définition), on a donc
hpi1(tn) = t2F1 > 0, donc hyyq(tn) > hn(tn). Comme par ailleurs on a aussi, toujours
par définition, hypy1(ty+1) = 0, on en déduit que hpy1(t,) > hpyi1(tn41). La fonction hpyq



étant strictement croissante sur Ry, cela implique ¢, > t,+1, et la suite (¢,) est donc
strictement décroissante. Etant minorée par 0, elle est donc convergente.

On vient de voir que la suite (¢,) était décroissante, donc VA > n, 0 < t, < t4, et comme

tn et t4 sont tous deux strictement inférieurs & 1, 0 < ¢} < ¢'. Fixons donc A > a (de

facon & ce que t4 soit une constante). Comme t4 < 1 dans ce cas, lirf ty = 0. En
n—-roo

appliquant le théoréme des gendarmes, on en déduit que lit}rl th=0.
n—-+0oo

En reprenant la relation obtenue & la question b et en I'appliquant pour « = t,, on obtient

0 =t"*!' —(a+1)t,+a,soit (a+1)t, —a = t, xt". Le membre de droite convergeant vers
a

0 d’apreés la question précédente, on a donc liril (a+1)t, —a=0,soit lim t, =
n—-roo

n—+oc0 a+1

Tout comme pour la fonction hy, 4, est dérivable de dérivée strictement positive sur R,

donc y est strictement croissante et bijective. Comme i,(0) = —a < 0, et lirJlrrl in(z) =
T—T00

+00, la fonction s’annule nécessairement une unique fois sur R;. De plus, i,(1) = n +

1
S P IS T L )

fonction 4, s’annulera alors sur ]0; 1.

—a. Si n(n+1) > 2a, on aura donc i,(1) > 0, et la

k=n k=n
Encore du calcul : (z — 1)%i,(z) = (2?2 — 22 + 1) kak —a(r —1)* = kakH -
k=1 k=1

k=n-+2 k=n+1 k=n

k=n k=n
ZkakH—i—Z kxF—a(z—1)2 = Z (k—2)zF— Z (2k—2)xk+z kxb—a(z—1)? =
k=1 k=1 k=3 k=2 k=1

(n—1)z"  4nz" 2 — 222 —2na" M 4o+ 222 —a(z—1)% = nz" P2 —(n+ D)z M4z —a(z—1)2.
Méme chose qu’a la question 3.c en constatant que i,.1(z) = i,(z) + (n + 1)z""!, donc
in+1(Yn) > in(yn). On en déduit que ip41(yn) > 0, s0it int1(Yn) > in+1(Ynt1) puis, par
croissance de la fonction iy4+1, Yn > Yn+1. La suite (y,) est donc décroissante et minorée
par 0, elle converge.

Encore une fois, la décroissance de la suite donne immédiatement 1'inégalité, et en fixant
A & une valeur convenable, on sait que y4 < 1, donc lir}rq ny'’y = 0 (un petit coup de
n—-roo

croissance comparée ici) et, par théoréme des gendarmes, lim ny' = 0.
n——+00

Reprenons alors la relation de la question b, appliquée & x = y,,, pour en déduire en passant
a la limite que liril Yn+a(y,—1)% = 0, soit B—a(B—1)? = 0, soit a3*—(1+2a)B+a = 0,
n—-roo

équation du second degré dont le discriminant vaut A = (1 + 2a)? — 4a® = 1 + 4a,
1+2a++v1+4a
2 , et /62 =
a

qui est toujours positif, et admet donc deux racines (#; =

1+ 2a—+1+4a

2a
0< B <1 Or, 1 > 1 (son numérateur est plus grand que son dénominateur). On a donc

5= 1+2a—+/1+4a
— 50 )

. reste & savoir laquelle des deux valeurs est la bonne. On sait que




