
Feuille d'exeries de révision n�2 : orrigéECE3 Lyée Carnot12 otobre 2010Exerie 11. La suite étant dé�nie dès que un 6= −1, prouver par réurrene que 1

2
6 un 6 1 su�t. C'estvrai pour u0, et si on le suppose vrai pour un, alors 3
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6 un+1 6 1, e qui ahève la démonstration.2. Calulons un+1−un =
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un + 1
, qui est positif en utilisante qui préède. La suite est don roissante.3. On obtient x2 + x = 2x, soit x(x − 1) = 0, don x = 0 ou x = 1. La suite (un) a en fait pourlimite 1.Exerie 21. En e�et 1
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, puisque k2 6 k2 + k. L'autre inégalité est similaire.2. C'est une somme télesopique, qui vaut 1− 1

n
. En faisant la somme des inéagalités obtenues àla question préédente, on obtient don 1

2
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n3. C'est une onséquene immédiate de la question préédente.4. Toujours ave l'enadrement de la deuxième question, on a 1
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. Cesenadrements ne sont en fait pas très intéressants (en gros, ils nous disent que la suite (Sn) vaprendre ses valeurs entre 1

2
et 1) mais permettent de prouver la onvergene de la suite (Sn).Exerie 31. La fontion f est dé�nie sur R

∗
+, de dérivée f ′(x) =
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. Lafontion est don déroissante sur ]0; 1] et roissante sur [1;+∞[. Son minimum vaut f(1) =
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= 1 et sa ourbe ressemble à ei :
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2. Calulons f(x) − x =
1 + x − 2x

√
x

2
√

x
, qui est du signe de 1 + x − 2x

√
x. Notons X =

√
x, ona alors 1 + x − 2x

√
x = 1 + X2 − 2X3 = (1 − X)(1 + X + 2X2). La deuxième parenthèse esttoujours positive sur Df , la position relative dépend du signe de 1−

√
x, qui est positif quand

x 6 1. La ourbe est don au-dessus de la droite sur ]0; 1] et en-dessous ensuite.3. La suite est bien dé�nie si toutes les valeurs de la suite sont stritement positives, don il estlargement su�sant de prouver que un > 1. Pour une fois, même pas besoin de réurrene,puisque ∀n > 1, un = f(un−1) > 1 puisque la fontion f ne prend pas de valeurs plus petitesque 1.4. En e�et, ∀n > 1, un+1 − un = f(un) − un. Or, on a vu à la question 3 que un > 1, et àla question 2 que si x > 1, f(x) − x 6 0. Conlusion, un+1 − un 6 0 et la suite est biendéroissante.Exerie 41. Sn = 1 + 3 + 5 + · · · + 2n + 1. Cette somme est onstituée de n + 1 termes.2. Sn =
k=n
∑
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∑
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∑
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1 = 2n2(n+1)2+2n(n+1)(2n+

1)+3n(n+1)+n+1 = (n+1)(2n2(n+1)+2n(2n+1)+3n+1) = (n+1)(2n3 +6n2 +5n+1).3. Un =

k=2n+1
∑
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∑

k pairk3 +
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∑

k impairk3 =
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∑
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∑
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(2k + 1)3 = Tn + Sn.4. On a Un =

k=n
∑

k=0
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(2n + 1)2(2n + 2)2

4
= (n + 1)2(2n + 1)2 en utilisant la formule du ourspour la somme des ubes. De même, Tn =
k=n
∑

k=0

(2k)3 =
k=n
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8k3 = 8× n2(n + 1)2

4
= 2n2(n+1)2.5. Comme Sn = Un−Tn, on a don Sn = (n+1)2(2n+1)2−2n2(n+1)2 = (n+1)2((2n+1)2−2n2) =

(n + 1)2(2n2 + 4n + 1). Notons que ette formule est bien la même que la préédente puisque
(n + 1)(2n2 + 4n + 1) = 2n3 + 2n2 + 4n2 + 4n + n + 1 = 2n3 + 6n2 + 5n + 1.6. Prouvons don par réurrene la propriété Pn :

k=n
∑

k=0

(2k+1)3 = (n+1)2(2n2+4n+1). Pour n = 0,on obtient P0 :

k=0
∑
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(2k + 1)3 = 12 × 1 = 1, e qui est vrai. Supposons désormais Pn véri�ée, ona alors k=n+1
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(2k + 1)3 =
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(2k + 1)3 + (2(n + 1) + 1)3 = (n + 1)2(2n2 + 4n + 1) + (2n + 3)3 =2



(n2+2n+1)(2n2+4n+1)+8n3+36n2+54n+27 = 2n4+4n3+n2+4n3+8n2+2n+2n2+4n+1+
8n3+36n2+54n+27 = 2n4+16n3+47n2+60n+28. Ne reste plus qu'à véri�er que ça orrespondà la formule annonée : on devrait obtenir (n+2)2(2(n+1)2+4(n+1)+1) = (n2+4n+4)(2n2+
8n+7) = 2n4 +8n3 +7n2 +8n3 +32n2 +28n+8n2 +32n+28 = 2n4 +16n3 +47n2 +60n+28.Ca marhe, don Pn+1 est véri�ée, et par prinipe de réurrene, toutes les propriétés Pn sontvraies.Exerie 51. La fontion f est dé�nie si x2 + x + 1 > 0, e qui est en fait toujours le as (e trinome aundisriminant négatif), don Df = R.2. Dérivons don : f ′(x) =

x2 + x + 1 − x(2x + 1)

(x2 + x + 1)2
=

−x2 + 1

(x2 + x + 1)2
=

(1 + x)(1 − x)

(x2 + x + 1)2
. La fontion

f est don roissante sur [−1; 1], et déroissante sur ]−∞;−1] et sur [1;+∞[. Les seules limitesà aluler sont elles en ±∞. En utilisant la fatorisation par les termes de plus haut degré,on obtient failement que lim
x→±∞

f(x) = 0. Tant qu'on y est, onstatons que f(−1) = −1, et
f(1) =

1

3
.3. On a f(0) = 0 et f ′(0) = 1, don la tangente en 0 a pour équation y = x.4. On a f(x) − x =

x − (x3 + x2 + x)

x2 + x + 1
=

−x3 − x2

x2 + x + 1
=

−x2(x + 1)

x2 + x + 1
. Cette fration est du signede x + 1, don C est en-dessous de T sur ] −∞;−1], et au-dessus sur [1;+∞[.5. Voii un joli graphique :
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.7. Pour n = 0, on a bien 0 < 1 6

1

0 + 1
. Supposons don 0 < un 6

1

n + 1
. D'après la questionpréédente, on a alors f(un) 6

1

n + 2
, don un+1 6

1

n + 2
. Par ailleurs, ∀x > 0, f(x) > 0(regarder le tableau de variations et utiliser que f(0) = 0) don un > 0 ⇒ un+1 > 0, e quiahève la réurrene.8. Comme lim

n→+∞

1

n + 1
= 0, le théorème des gendarmes permet de onlure que (un) tend vers 0.9. Par dé�nition un+1 =
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u2
n + un + 1

, don 1
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=
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n + un + 1

un

= un + 1 +
1
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.10. Une petite réurrene semble s'imposer : pour n = 1, la proposition prétend que 1

u1

6 2+1 = 3,e qui est vrai puisque u1 = f(1) =
1

3
. Supposons la propriété vraie au rang n, et utilisons3



la question préédente : 1

un+1

=
1

un

+ 1 + un 6 n + 1 +

k=n
∑

k=1

1

k
+ 1 + un. Il ne reste plus qu'àutiliser la majoration de la question 7 pour obtenir exatement la formule voulue pour aheverla réurrene.11. On a don 1

un

6 n + 2 + ln n, ou enore 1 6 nun − 2un + un ln n, soit nun > 1 + 2un − un lnn.Comme un 6
1

n + 1
, la limite de un ln n vaut 0, don nun est plus grand qu'une suite tendantvers 1. Or on a aussi nun 6

n

n + 1
, ave le terme de droite qui tend vers 1. Conlusion via lethéorème des gendarmes : lim

n→+∞
nun = 1.
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