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Exercice 1

Soit (un) la suite dé�nie par u0 =
1
2
et ∀n ∈ N, un+1 =

2un

un + 1
.

1. Montrer que la suite (un) est bien dé�nie et que, ∀n ∈ N,
1
2

6 un 6 1.

2. Montrer que la suite (un) est monotone.

3. Déterminer les points �xes de la relation de récurrence dé�nissant la suite (un), c'est-à-dire les

réels x véri�ant x =
2x

x + 1
(nous verrons plus tard que ces valeurs sont les limites possibles de

la suite (un)).

Exercice 2

On considère la suite (Sn)n>2 dé�nie par Sn =
k=n∑
k=2

1
k2

.

1. Montrer que, si k > 2, alors
1
k
− 1

k + 1
6

1
k2

6
1

k − 1
− 1

k
.

2. Calculer
k=n∑
k=2

1
k − 1

− 1
k
, et en déduire un encadrement de Sn.

3. Montrer que, ∀n > 2, Sn 6 1.

4. À l'aide des questions précédentes, déterminer un encadrement de S1000.

Exercice 3

Soit (un) la suite dé�nie par u0 > 0 et ∀n ∈ N, un+1 = f(un), où f(x) =
1 + x

2
√

x
.

1. Étudier les variations de f sur son ensemble de dé�nition, et tracer une allure de sa courbe
représentative Cf .

2. On note D la droite d'équation y = x. Déterminer la position relative de Cf et de D.

3. Montrer que la suite (un) est bien dé�nie et que, ∀n > 1, un > 1.

4. Montrer que la suite est décroissante à partir de n = 1 (vous pouvez utiliser le résultat de la
question 2).
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Exercice 4

Le but de cet exercice est de calculer la somme Sn =
k=n∑
k=0

(2k + 1)3 de trois façons di�érentes.

1. Écrire Sn sans utiliser de symbole somme. De combien de termes cette somme est-elle compo-
sée ?

2. Calculer Sn en développant (2k + 1)3.

3. On pose Tn =
k=n∑
k=0

(2k)3 et Un =
k=2n+1∑

k=0

k3. Expliquer pourquoi Un = Sn + Tn (à l'aide d'une

phrase si vous n'arrivez pas à le faire par le calcul).

4. Calculer Tn et Un.

5. Retrouver la valeur de Sn à l'aide des deux questions précédentes.

6. Prouver par récurrence que Sn = (n + 1)2(2n2 + 4n + 1).

Exercice 5

Soit f la fonction dé�nie sur R par f(x) =
x

x2 + x + 1
, et C sa courbe représentative.

1. Déterminer le domaine de dé�nition de f .

2. Étudier les variations de f et calculer ses limites aux bornes de son ensemble de dé�nition.

3. Déterminer l'équation de la tangente T à C en son point d'abscisse 0.

4. Étudier la position relative et les points d'intersection de C et de T .

5. Construire dans un même repère la courbe C et la droite T .

On considère désormais la suite (un) dé�nie par u0 = 1 et ∀n ∈ N, un+1 = f(un).

6. Soit p ∈ N, prouver que f

(
1
p

)
6

1
p + 1

.

7. Montrer par récurrence que ∀n ∈ N, 0 < un 6
1

n + 1
.

8. Déterminer la limite de la suite (un).

9. Véri�er que
1

un+1
= un + 1 +

1
un

.

10. En déduire, à l'aide du résultat de la question 7, que ∀n > 1,
1
un

6 n + 1 +
k=n∑
k=1

1
k
.

11. En admettant que ∀n > 2,
k=n∑
k=2

1
k

6 lnn, déterminer la limite de nun.
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