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 = 3M .(b) Supposons don qu'un ertain réel λ soit valeur propre de la matrie M . On peut dontrouver une matrie-olonne X non nulle telle que MX = λX. Mais alors, en multipliantette égalité à gauhe par M , on obtient M2X = λMX, don en exploitant la questionpréédente, 3MX = λMX, e qui ne peut se produire que si λ = 3, ou MX = 0,ette deuxième hypothèse signi�ant que X est veteur propre pour la valeur propre 0.Conlusion : les deux seules valeurs propres possibles sont 0 et 3.2. (a) Cherhons don les éléments du noyau ('est-à-dire les veteurs propres assoiés à la va-leur propre 0). soit X =
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a
respetivement, on obtient la deuxième et la troisième). En gardant la pre-mière équation, le système est don équivalent à x = −a
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c
z, ses solutions sont don
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= V ect((a,−b, 0); (a, 0,−c)).Ces deux veteurs n'étant pas proportionnel, le noyau est don de dimension 2. Pro-édons de même pour déterminer les veteurs propres assoiés à la valeur propre 3,e qui revient à résoudre le système 
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y = x+ x (en exploitant à nouveau la première équation du système initial), équationtoujours véri�ée. On peut don se limiter aux deux dernières équations du système. Enmultipliant par exemple la dernière par 2b
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don y =
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a
x, et en�n S = vect
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= V ect((a, b, c)).(b) On vient de voir que ((a, b, c); (a,−b, 0); (a, 0,−c)) formait une base onstituée de veteurspropres de la matrie M , qui est don diagonalisable.3. (a) On alule don PQ =
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 = 3I. La matrie P est don inversible, d'inverse
P−1 =

1

3
Q.(b) Pas vraiment besoin de alul pour véri�er, au vu des aluls e�etués plus haut, la matrie

P est matrie de passage de la base anonique à une base de veteurs propres assoiésrespetivement aux valeurs propres 3, 0 et 0. Le produit P−1MP est don la matriediagonale D, d'où M = P (P−1MP )P−1 = PDP−1.4. Considérons don une matrie Y =
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. Pour avoir DY − Y D = 3Y ,tous les oe�ients de la matrie doivent don être nuls à l'exeption de e et f , qui peuventêtre hoisis omme on veut.5. Si MX − XM = 3X, alors PDP−1X − XPDP−1 = 3X, soit en multipliant par P−1 àgauhe et P à droite, DP−1XP − P−1XPD = 3P−1XP . En notant Y = P−1XP , Y estdon solution de l'équation DY − Y D = 3Y que nous venons de résoudre. on en déduit que
X = PY P−1 = P
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, qui est bien un espae de dimension ar lesdeux matries ne sont pas proportionnelles (il su�t de regarder leur diagonale).Exerie 21. (a) Notons h la fontion dé�nie sur R par h(x) = e−x − x. La fontion h est stritementdéroissante sur R omme somme de deux fontion déroissantes (x 7→ e−x étant elle-même omposée d'une fontion roissante et d'une déroissante, don déroissante), et
lim

x→−∞
h(x) = +∞ (pas de forme indéterminée, tout tend vers +∞), et lim

x→+∞
h(x) = −∞(pas de forme indéterminée non plus). La fonton h est don bijetive de R dans R, ets'annule une fois exatement sur R. ela revient à dire que l'équation e−x − x = 0 admetune solution unique, e qui est équivalent à e qu'on nous demande de prouver.(b) Calulons les dérivées partielles de la fontion f : ∂f
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2
x,puis en réinjetant dans la première équation x − e−x = 0. Cela est assez lairementéquivalent au système donné dans l'énoné.() Pour ela, nous allons avoir besoin des dérivées partielles seondes : ∂2f
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4(2+e−x)−4 > 0. Il y a don un extremum, et omme les deux premières dérivées partiellesseondes sont stritement positives en (x0, y0), il s'agit d'un minimum loal.2. (a) On onstate que g(x) = x ⇔ x(1 + ex) = 1 + x ⇔ xex = 1 ↔ x = e−x. Cei admet bienune solution égale à x0 sur R+ (le réel x0 est positif puisqu'il est égal par dé�nition à
e−x0). On a aratérisé plus haut x0 omme unique point d'annulation de la fontion h.Or, h(1
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e
− 1 < 0, don par lethéorème des valeurs intermédiaires, la fontion h s'annule sur l'intervalle ]
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2
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[. Comme
x0 est son seul point d'annulation, 1

2
< x0 < 1.(b) La fontion g est évidemment C∞ sur R+, et g′(x) = 1 + ex − ex(1 + x)

(1 + ex)2
=

1− xex

(1 + ex)2
. Auvu des aluls préédents, le numérateur s'annule une seule fois en x0. De plus, g(0) = 1

2
;

g(x0) = x0 (par dé�nition), et lim
x→+∞

g(x) = 0 ar g(x) ∼ x

ex
en +∞. D'où le tableausuivant :

x 0 x0 +∞
g(x) 1

2 ր x0 ց 0Et la ourbe orrespondante :

0 1 2 3
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1

() L'intervalle [0;x0] étant stable par g, on prouve par une réurrene immédiate que, ∀n ∈ N,
un ∈ [0;x0] ('est vrai pour u0 et si 'est vrai pour un, e le sera aussi pour un+1 = g(un)par stabilité de l'intervalle par g). Or g(x) − x =

1 + x− x− xex

1 + ex
=

1− xex

1 + ex
> 0, quis'annule omme on l'a déjà vu uniquement en x0. Cette expression est don positive si

x 6 x0 (puisqu'elle est de signe onstant et que par exemple g(0) − 0 > 0. On en déduitque un+1 − un = g(un) − un > 0, puisque un 6 x0, et la suite (un) est don roissante.Elle est par ailleurs majorée par x0, et onverge don vers un point �xe de la fontion g.Celle-i n'en admettant qu'un seul, on a néessairement lim
n→+∞

un = x0.(d) i. La fontion g′ n'étant pas vraiment évidente à enadrer, la seule solution raisonnableest de dériver une deuxième fois : g′′(x) = (−xex − ex)(1 + ex)2 − 2ex(1 + ex)(1 − xex)
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=
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. Tout ela est négatifsur [1

2
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], don g′ y est déroissante. Or, g′(1) = 1− e

(1 + e)2
≃ −0.124 > −1
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n'aviez pas de alulatrie, 'était tendu) ; et g′
(
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=
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√
e
2
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√
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≃ 0.025 <
1

8
.L'enadrement sur la valeur absolue s'en déduit failement.ii. Comme u1 = g(u0) =

1

2
, et la suite (un) est roissante majorée par x0, on a ∀n > 1,
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6 un 6 1. on a vu que x0 appartenait à e même intervalle, sur lequel |g′| estmajorée par 1

8
. On peut don appliquer l'IAF à un et x0 (qui est un point �xe de g)pour obtenir |un+1−x0| 6
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|un−x0|. Reste à faire une petite réurrene pour prouverl'inagilité demandée. Pour n = 0, |u0 − x0| = x0 < 1, et le membre de droite vaut
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, equi est également vrai puisque x0 < 1. Supposons désormais l'inégalité véri�ée pourun entier supérieur ou égal à 1, alors |un+1 − x0| 6

1

8
|un − x0| 6

1

8
× 1

2
×
(

1

8

)n−1

=

1

2
×

(

1

8

)n, e qui prouve l'iénagilté au rang suivant et ahève la réurrene.iii. Pour avoir une valeur approhée à 10−8 près, il faut prendre n tel que (
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2×10−8, soit (1−n) log 8 6 log 2−8, ou enore n 6 1+
8− log 2

log 8
, e qui donne n > 10(impossible de faire es questions sans alulatrie, elle devait don être autoriséeaux onours en 97...). Reste à aluler une valeur approhée de u10 (toujours à laalulatri) pour obtenir x0 ≃ 0.56714329.iv. Calulons en utilisant le fait que y0 = x0

2
: f(x0, y0) = x20−x20+2

x20
4
+e−x0 =

x20
2
+x0.La valeur approhée préédente su�t à donner une valeur approhée à 10−7 près de

f(x0, y0), qui vaut environ 0.7279690.Exerie 31. La variable Z est un exemple lassique de déompte de suès en N tentatives, haque suèsayant une probabilité 1

6
de se produire. on a don Z ∼ B
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et V (Z) =
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.2. La loi onditionnelle de X sahant Z = n est binomiale de paramètre (n, p), don PZ=n(X =

k) = 0 si k > n, et PZ=n(X = k) =
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)

pk(1− p)n−k sinon.3. Pour que la probabilité soit non nulle, il faut lairement avoir n 6 N , et 0 6 k 6 n, et dans eas, P ((Z = n) ∩ (X = k)) = P (Z = n)× PZ=n(X = k) =
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tés sont bien égales, utilisons à nouveau la formule des probabilités totales : P (X = k) =
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(
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)n−k.6. Puisque 5 + q

6
= 1− p

6
, on reonnait bien la loi binomiale demandée. En éhangeant le r�le de

p et q, on obtient de même Y ∼ B
(

N,
q

6

).7. Les deux variables ne sont bien évidemment pas indépendantes puisque par exemple P (X =
0) × P (Y = 0) 6= 0, alors que P ((X = 0) ∩ (Y = 0)) = 0 (on a e�etué au moins un lanerpuisque N 6= 0). La loi de ouple peut être obtenue de la façon suivante : P ((X = k) ∩ (Y =

l)) = P ((Z = k + l) ∩ (X = k)) =

(

N

k + l

)(

k + l

k
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1

6

)k+l(5

6

)N−k−l

pkql, et ei pour tousles ouples (k, l) tels que k + l 6 N .8. Vous la ferez vous-même quand vous saurez e qu'est une ovariane ! Plus sérieusement, on saitque V (Z) = V (X+Y ) =
5N

36
, et ommeX et Y suivent des lois bin�miales, V (X) =

Np(6− p)

36et V (Y ) =
Nq(6− q)

36
. Or, il existe une jolie formule indiquand que V (X+Y ) = V (X)+V (Y )+

2Cov(X,Y ), don Cov(X,Y ) =
1

2
(V (Z)− V (X) − V (Y )) =

5N −Np(6− p)−Nq(6− q)

72
=

N(p2 + q2 − 1)

72
.
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