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Dans notre premier chapitre consacré aux matrices, nous avons notamment étudié assez longue-
ment une opération à priori assez élémentaire : le produit. Nous avons ainsi constaté que celui-ci ne
possédait pas vraiment toutes les propriétés auxquelles on serait en droit de s'attendre, en particulier
il n'est pas commutatif. Un autre point qu'on soulève souvent quand on étudie une opération sur
un ensemble (on reviendra sur ce sujet dans les derniers chapitres de l'année, consacrés aux espaces
vectoriels), est de savoir si on peut e�ectuer l'opération inverse de l'opération en question. Pour la
somme de matrices, par exemple, pas de problème, on peut faire des soustractions, car toute matrice
admet une matrice opposée. pour le produit, ça marche encore une fois nettement moins bien : il
n'existe pas de division sur les matrices, et cela est du en partie à l'absence de commutativité, mais
aussi au fait que la notion d'inverse fonctionne moins bien sur les matrices que sur les réels. Pour ces
derniers, seul le nombre 0 n'est pas inversible, et c'est la cause de l'impossibilité de la division par
0. Pour les matrices, la matrice nulle est loin d'être la seule à poser problème.

1 Inversion de matrices

Dé�nition 1. Une matrice carrée M ∈ Mn(R) est inversible s'il existe une matrice N ∈ Mn(R)
telle que MN = NM = In. La matrice N est alors notée M−1 et on l'appelle matrice inverse de
la matrice M .

Remarque 1. La notion n'a pas de sens dans le cas des matrices qui ne sont pas carrées.

Remarque 2. L'inverse d'une matrice, quand il existe, est unique. En e�et, supposons qu'il existe
deux matrices N et N ′ véri�ant MN = NM = I et MN ′ = N ′M = I. On a alors NMN ′ =
(NM)N ′ = N ′ d'une part et NMN ′ = N(MN ′) = N d'autre part, donc N = N ′.

Exemple : L'inverse de la matrice In est bien sûr In elle-même. La matrice nulle n'est pas inversible.

Exemple : La matrice A =
(

2 1
3 2

)
est inversible et a pour inverse B =

(
2 −1
−3 2

)
.

Exemple : La matrice M =

 0 0 0
2 1 3
1 −1 2

 n'est pas nulle, mais elle n'est pas inversible pour

autant : on peut la multiplier à droite par ce qu'on veut, la première ligne du résultat sera toujours
constituée de 3 zéros, et la matrice produit ne peut donc pas être égale à I3.

Proposition 1. Une matrice diagonale est inversible si et seulement si tous ses coe�cients diagonaux

sont non nuls. On a alors, si A =


a11 0 . . . 0

0 a22
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 ann

, A−1 =


a−1

11 0 . . . 0

0 a−1
22

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 . . . 0 a−1
nn

.

Remarque 3. Nous verrons un peu plus loin que cette caractérisation s'étend en fait aux matrices
triangulaires.

Proposition 2. Principales propriétés calculatoires de l'inversion de matrices.
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• Si M est inversible, alors M−1 aussi et (M−1)−1 = M .
• Si M,N ∈Mn(R)2 sont deux matrices inversibles, le produit MN est inversible et (MN)−1 =

N−1M−1.
• Si M est une matrice inversible, Mk est inversible pour tout entier k ∈ N, et (Mk)−1 = (M−1)k.
• Si M,N ∈Mn(R) véri�ent MN = I, alors M et N sont inversibles et inverses l'une de l'autre.

Démonstration. La première proposition est évidente : par dé�nition, MM−1 = M−1M = I,
donc M est l'inverse de M−1. La deuxième ne pose pas vraiment de problème non plus : on a
(N−1M−1)(MN) = N−1(M−1M)N = N−1IN = N−1N = I, et de même (MN)(N−1M−1) = I,
donc N−1M−1 est bien l'inverse de MN . La troisième propriété ne pose guère de problème non plus,
il su�t de vérifer que Mk(M−1)k = (M−1)kMk = I, ce qui est essentiellement immédiat (on peut
utiliser que M et M−1 commutent pour éviter de recourir à une récurrence). La dernière proposition
dit qu'on n'a en fait pas besoin de véri�er que le produit à gauche et à droite est égal à I pour trouver
l'inverse d'une matrice, l'un des deux est su�sant. On ne démontrera pas ce résultat beaucoup moins
facile qu'il n'en a l'air.

Remarque 4. Un des principaux intérêts de travailler avec des matrices inversibles est qu'on peut
simpli�er un peu plus naturellement certains calculs, notammant : si M est une matrice inversible et
MA = MB, alors A = B (il su�t de multiplier l'égalité à gauche par M−1 pour obtenir le résultat).
Autre remarque utile : si A et B sont deux matrices non nulles telles que AB = 0, alors aucune des
deux matrices n'est inversible (sinon, par l'absurde, en multipliant à gauche par l'inverse de A ou à
droite par l'inverse de B, on constaterait que l'autre matrice est nulle).

Exemple : Le calcul d'inverse de matrices peut faire intevrenir de petites astuces comme celle-ci : soit

M =

 −3 4 2
−2 3 1
2 −2 0

. Un petit calcul permet d'obtenir M2 =

 5 −4 −2
2 −1 −1
−2 2 2

 et de constater

que M2 = 2I−M , ce qu'on peut écrire M+M2 = 2I, ou encore
1
2
M(M+I) = I. Ceci su�t à montrer

que M est inversible et que son inverse est
1
2
(M + I). Autrement dit, M−1 =

 −1 2 1
−1 2 1

2
1 −1 1

2

.

2 Lien entre matrices et systèmes linéaires

Venons-en à un résultat annoncé depuis un certain temps, l'équivalence entre systèmes linéaires
et équations matricielles. C'est en fait tout simple :

Théorème 1. Soit (S) le système linéaire
a11x1 + a12x2 + . . . a1pxp = b1

a21x1 + a22x2 + . . . a2pxp = b2
...

an1x1 + an2x2 + . . . anpxp = bn

En posant A = (aij)16i6n
16j6p

; X = (xi)16i6n et B = (bi)16i6n, le système (S) est équivalent à l'équation

matricielle AX = B.

Démonstration. Le produit des matrices A et X est une matrice-colonne à n termes, le i-ème terme

valant
p∑

j=1

aijxj . En identi�ant coe�cient par coe�cient, on a donc AX = B ⇔ ∀1 6 i 6 n,

p∑
j=1

aijxj = bj , ce qui est exactement le système (S).
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Exemple : Soit (S) le système


2x − 3y + z = 5
−5x + 4y − z = −1
x + y − 3z = −6

Il est équivalent à l'équation matricielle

 2 −3 1
−5 4 −1
1 1 −3

  x
y
z

 =

 5
−1
−6

.

Théorème 2. Le système (S) est un système de Cramer si et seulement si la matrice associée est
une matrice inversible.

Démonstration. Il y a un sens très facile : si A est inversible, l'équation AX = B est équivalente à
X = A−1B, ce qui montre que le système (S) a une unique solution. Dans l'autre sens, c'est mal-
heureusement plus di�cile, nous nous contenterons de donner un algorithme permettant de calculer
l'inverse de A dans ce cas au paragraphe suivant.

Ce théorème nous donne une grande motivation à l'introduction de la notion d'inverse de matrice,
mais ne nous dit toujours pas comment le calculer. Remarquons tout de même le cas particulier
suivant :

Proposition 3. Un système triangulaire a pour matrice associée une matrice triangulaire supérieure.
Le système est de Cramer (et donc la matrice triangulaire inversible) si et seulement si tous ses
coe�cients diagonaux sont non nuls.

3 Pivot de Gauss sur les matrices

Nous allons en�n donner une méthode systématique d'inversion des matrices, qui est en fait
l'équivalent matriciel de la résolution des systèmes linéaires par le pivot de Gauss. Commençons par
préciser qu'on ne parlera plus dans ce paragraphe que de matrices carrées, les autres n'étant de toute
façon pas inversibles. Comme dans le cas des systèmes, le but est tout d'abord de se ramener à un
système triangulaire, donc ici à une matrice triangulaire supérieure. Dans le cas où on a un système
de Cramer (c'est-à-dire une matrice triangulaire n'ayant pas de 0 sur la diagonale), la matrice sera
inversible, et il ne restera qu'à compléter la résolution du système en � remontant � le triangle. Dans
le cas contraire, la matrice n'est pas inversible.

Toute l'idée est en fait de faire une correspondance entre les opérations élémentaires sur les lignes
et colonnes que l'on e�ectue pour résoudre les systèmes linéaires et les produits par certaines matrices
particulières. Lorsqu'on résout un système linéaire, si on note (Li)16i6n les lignes du système (on
suppose dans tout ce paragraphe que le système, et donc la matrice associée, est carré), on e�ectue les
opérations suivantes : échange de lignes Li ↔ Lj ; produit d'une ligne par un réel non nul Li ← αLi ;
combinaison linéaire de deux lignes Li ← Li + αLj . La correspondante est sur la page suivante car
elle ne tenait pas sur le reste de celle-ci. Le principe est ensuite simple :

• On e�ectue sur la matrice A les opérations du pivot de Gauss (comme si on résolvait le système
linéaire associé) jusqu'à obtenir une matrice triangulaire supérieure. Ces opérations corres-
pondent à des produits Bk × · · · ×B1 par des matrices inversibles (k étant le nombre d'étapes
nécessaires pour atteindre une matrice triangulaire), produits que l'on e�ectue en parallèle en
partant de la matrice I.
• Si la matrice triangulaire obtenue a un coe�cient diagonal nul, elle n'est pas inversible, et la
matrice A non plus.
• Si tous les coe�cients diagonaux sont non nuls, le système associé est résoluble en � remon-
tant � le striangle. On fait de même avec notre matrice : on la rend diagonale en commençant
par annuler les termes non diagonaux sur la dernière colonne. Ces nouvelles opérations corres-
pondent à de nouveaux produits, et on �nit par transformer A en I via un produit de matrices
inversibles Bk′ × · · · × B1. Ce produit n'est autre que l'inverse de la matrice A, qu'on a donc
sous les yeux si on a pris soin de l'e�ectuer en parallèle à partir de la matrice I.
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Deux exemples sont donnés après le gros tableau.

Opération sur les lignes du système Produit de la matrice A par :

Échange Li ↔ Lj

(Li)

(Lj)



1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . 1
...

... 0 . . . . . . . . . 1
...

...
... 1

...
...

...
...

. . .
...

...
...

... 1
...

...
... 1 . . . . . . . . . 0

...
... 1

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1



Produit par un réel Li ← αLi (Li)



1 0 . . . . . . . . . . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . 1
. . .

...
...

. . . α
. . .

...
...

. . . 1
...

...
...

. . . . . . 0
0 . . . . . . . . . . . . 0 1



Combinaison linéaire Li ← Li + αLj

(Li)

(Lj)



1 0 . . . . . . . . . . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . 1 . . . α
...

...
. . . . . .

...
...

...
. . . 1

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 . . . . . . . . . . . . 0 1



4



Nous allons calculer l'inverse de la matrice suivante en utilisant le pivot de Gauss : à gauche, les
opérations sur la matrice A, à droite les mêmes opérations à partir de I pour obtenir l'inverse.

A =

 1 2 −1
2 4 −1
−2 −5 3

 I =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


 1 2 −1

0 0 1
0 −1 1

  1 0 0
−2 1 0
2 0 1

 L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 + 2L1 1 2 −1
0 −1 1
0 0 1

  1 0 0
2 0 1
−2 1 0

 L2 ↔ L3

 1 2 0
0 −1 0
0 0 1

  −1 1 0
4 −1 1
−2 1 0

 L1 ← L1 + L3

L2 ← L2 − L3

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

  7 −1 2
4 −1 1
−2 1 0

 L1 ← L1 + 2L2

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

  7 −1 2
−4 1 −1
−2 1 0

 L2 ← −L2

Conclusion de ce long calcul : A−1 =

 7 −1 2
−4 1 −1
−2 1 0

.

4 Diagonalisation de matrices

Une constatation pas si bête qu'elle n'en a l'air quand on travaille avec des matrices, c'est qu'on
s'en sort toujours plus facilement avec des matrices diagonales (pour les calculs de puissances no-
tamment). Le principe de la diagonalisation est très simple, il s'agit de � transformer � une matrice
A en matrice diagonale.

Dé�nition 2. Une matrice A est dite diagonalisable s'il existe une matrice inversible P telle que le
produit P−1AP soit une matrice diagonale.

Cette propriété permet e�ectivement de calculer très facilement les puissances de la matrice A, car
si on a D = P−1AP , alors pour tout entier n, Dn = P−1AnP (ce qui se prouve à l'aide d'une petite
récurrence). Malheureusement, l'étude des conditions assurant la diagonalisabilité d'une matrice est
loi d'être simple, et c'est un sujet que nous n'aborderons pas cette année. Nous nous conterons d'un
exemple montrant l'utilité de la notion.

Exemple : Considérons les matrices A =

 10 −6 −3
−4 12 2
−4 −4 6

 et P =

 3
4 0 −3

2
0 −1

2
3
2

3
2 1 0

. On montre

en utilisant le pivot de Gauss que P est inversible et que P−1 =

 2
3

2
3

1
3

−1 −1 1
2

−1
3

1
3

1
6

, puis par le calcul
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que P−1AP =

 4 0 0
0 8 0
0 0 16

, dont on déduit An = P−1

 4n 0 0
0 8n 0
0 0 16n

 P (qu'on peut chercher

à expliciter ou non selon son courage).

Exemple 2 : Le retour des chaines de Markov.
Doudou le hamster partage sa passionnante existence entre trois activités : manger, dormir, et faire
de l'exercice sur sa roue. En l'observant toutes les minutes pendant un moment, on constate les
choses suivantes :
• si Doudou fait de l'exercice à une certaine minute, il y aura une chance sur deux qu'il dorme
et une chance sur deux qu'il mange à la minute suivante.
• si Doudou mange à une certaine minute, il y a une chance sur deux qu'il retourne dormir et
une chance sur deux qu'il tente de faire de l'exercice à la minute suivante.
• en�n, s'il dort, une chance sur quatre (seulement) qu'il parte faire de l'exercice, une chance sur
quatre qu'il mange, et une chance sur deux qu'il continue sa sieste.

Au moment du début de l'observation, Doudou est en train de manger et, vous l'aurez sûrement
deviné, le but est d'étudier son comportement après n minutes et notamment rechercher des limites
éventuelles aux probabilités de chaque activité. Notons donc An : � Doudou dort après n minutes �,
Bn : � Doudou mange après n minutes � et Cn : � Doudou fait de l'exercice après n minutes �, ainsi
que an, bn et cn les probabilités correspondantes. Une application (ou plutôt trois) de la formule des
probabilités totales au système complet d'évènements formé par An, Bn et Cn permet d'obtenir le
système de relations suivant : 

an+1 =
1
2
an +

1
2
bn +

1
2
cn

bn+1 =
1
4
dn +

1
2
cn

cn+1 =
1
4
an +

1
2
bn

Nous allons plutôt exploiter la forme matricielle : en notant Xn =

 an

bn

cn

 et A =

 1
2

1
2

1
2

1
4 0 1

2
1
4

1
2 0

, le

système précédent s'écrit Xn+1 = AXn. Par une petite récurrence désormais classique, on en déduit
que Xn = AnX0, ne reste plus que le délicat problème du calcul de An. On peut en fait constater

qu'en posant P =

 1 0 −1
1
2 −1

2
1
2

1
2

1
2

1
2

, P−1AP est une matrice diagonale D (de coe�cients diagonaux

1, −1
2
et 0). Naturellement, à notre niveau, nous n'avons pas vraiment de moyen de deviner à quoi va

ressembler la matrice P sans connaitre D (ou vice-versa), l'une des deux sera donc toujours donnée
dans l'énoncé. Une fois cette matrice diagonale obtenue, une petite récurrence permet de prouver
que An = PDnP−1 (en e�et, c'est vrai au rang 1 d'après les calculs précédents, et si on le suppose
vrai pour An, alors An+1 = A × An = (PDP−1)(PDnP−1) = PDn+1P−1). On en déduit que

An =


1
2

1
2

1
2

1
4

1
4 + (−1)n

2n+1
1
4 + (−1)n+1

2n+1

1
4

1
4 + (−1)n+1

2n+1
1
4 + (−1)n

2n+1

, donc Xn = AnX0 = An

 0
1
0

 =


1
2

1
4 + (−1)n

2n+1

1
4 + (−1)n+1

2n+1

. En

particulier, les suites (an), (bn) et (cn) ont pour limites respectives
1
2
,

1
4
et

1
4
.
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