
Chapitre n�16 : IntégrationECE3 Lyée Carnot6 avril 2011IntrodutionNous aurons et année un objetif assez simple en e qui onerne l'intégration : apprendre à fairedu alul ! Cei dit, l'intégration est loin de se résumer à un simple outil brutal (mais relativemente�ae), il s'agit en fait d'une théorie omplète dont le but est tout simplement de aluler des aires.Tout ela est don très géométrique et visuel, même si en pratique on se ontente souvent de passerpar le biais des primitives que vous avez déjà du roiser l'an dernier. Nous allons essayer dans eours d'aborder les hoses par le biais de es aluls d'aire, et nous reviendrons sur ette notion en�n de hapitre pour expliquer la notation utilisée quand on fait du alul intégral.1 ConstrutionDans tout le hapitre, nous nous plaerons dans le adre suivant : la fontion f que l'on herheà intégrer est toujours ontinue (éventuellement ontinue par moreaux, mais le as ne sera passpéi�quement traité dans le ours, et simplement déduit du as préédent en as de besoin pourles exeries). De plus, on ne s'intéressera qu'à l'intégration sur un segment [a; b] (l'an prohain,vous ompliquerez un peu tout ça). Le prinipe de base est le suivant : les seules aires que l'on saitaluler failement, e sont des aires de retangle (longueur fois largeur, ça va). Toute autre formegéométrique, même élémentaire, a une aire omplexe (pensez à la forme pour un disque, qui faitsortir d'on ne sait trop où la fameuse onstante π).1.1 Aire sous une ourbeSoit don f une fontion dé�nie et ontinue sur un segment [a; b] et Cf sa ourbe représentative.On s'intéresse à la fontion A dé�nie sur [a; b] de la façon suivante : A(x0) est l'aire de la portionde plan délimitée par les droites d'équation x = a ; x = x0 ; y = 0 et par la ourbe Cf . L'aire seraomptée positivement lorsque Cf se trouve au-dessus de l'axe des absisses, négativement dans le asontraire.
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−2Proposition 1. La fontion A est dérivable sur [a; b] et a pour dérivée la fontion f .1



Démonstration. Calulons le taux d'aroissement de A entre x0 et x0 + h (où h est un réel positif).Par dé�nition, la quantité A(x0 +h)−A(x) est l'aire omprise entre la ourbe, l'axe des absisses etles droites d'équations x = x0 et x = x0 + h. Supposons pour la larté du raisonnement la fontionroissante aux alentours de x0 (le as général n'est pas vraiment plus ompliqué), on a don une�gure qui ressemble à ei :

x0 x0+h

f(x0)

f(x0+h)

hOn peut enadrer l'aire qui nous intéresse par elle des deux retangles de largeur h dessinés sur la�gure, l'un ayant pour hauteur f(x0) et l'autre f(x0 + h). On a don hf(x0) 6 A(x0 + h)−A(x0) 6

hf(x0 + h), ou enore f(x0) 6
A(x0 + h) −A(x0)

h
6 f(x0 + h). Mais on obtient alors, en faisanttendre h vers 0 et en utilisant le théorème des gendarmes, lim

h→0+

A(x0 + h) −A(x0)

h
= f(x0) (notezqu'on a besoin pour ela de la ontinuité de la fontion f). En proédant de la même manière pour

h < 0, on montre la dérivabilité de la fontion A, et on a bien A′(x0) = f(x0).1.2 PrimitivesLe alul du paragraphe préédent onduit naturellement à l'étude de la notion suivante :Dé�nition 1. Soit f une fontion dé�nie sur un intervalle I. On dit que F est une primitive de fsur I si la fontion F est dérivable sur I et véri�e F ′ = f .Exemple : Sur n'importe quel intervalle, la fontion x 7→ 1 a pour primitive x 7→ x, mais aussi
x 7→ x + 2 ; x 7→ x −

√
127 et. Sur l'intervalle R

+∗, la fontion x 7→ 1

x
a pour primitive x 7→ ln(x).Théorème 1. Toute fontion ontinue sur un segment y admet une primitive.En e�et, la fontion � aire sous la ourbe � dé�nie au paragraphe préédent est une primitive de f .Mais attention, ette primitive n'est pas la seule, loin de là !Proposition 2. Si F est une primitive de f sur l'intervalle I, la fontion x 7→ F (x) + k (k ∈ R) estégalement une primitive de f . Réiproquement, si G est une primitive de f , la fontion G − F estonstante (autrement dit, il existe une onstante k pour laquelle G = F + k).Démonstration. C'est essentiellement évident : si F ′ = f , alors (F + k)′ = f don F + k est uneprimitive de f . Et si F et G sont deux primitives de f , on a (G − F )′ = f − f = 0, don G − F estune fontion onstante.Proposition 3. Soit f ontinue sur I, x0 ∈ I et y0 ∈ R alors il existe une unique primitive F0 de fsur I telle que F (x0) = y0. 2



Démonstration. Puisque nous savons qu'il en existe une, notons F une primitive de f sur I et posons
k = y0 − F (x0). on a alors (F + k)(x0) = y0, don F0 = F + k est une primitive qui onvient. Deplus, elle est unique, ar une autre solution di�érerait de F0 par une onstante néessairement nullepuisque les deux fontions prendraient la même valeur en x0.Exemple : La fontion ln a été historiquement dé�nie omme étant la primitive de la fontioninverse sur R

∗

+ s'annulant pour x = 1.La primitive de x 7→ 2x valant −3 en x = 2 est la fontion x 7→ x2 − 7.Remarque 1. Si l'on reprend l'interprétation géométrique du premier paragraphe, on peut obtenird'autres primitives de f en déalant l'origine du alul d'aire, mais on n'obtiendra pas néessairementtoutes les primitives ainsi.Pour �nir e paragraphe, voii l'indispensable tableau réapitulatif des primitives usuelles à onnaitrepar oeur (et qui va fortement vous rappeler un autre tableau, elui des dérivées usuelles). Attention,toutes les primitives sont données à une onstante près, en ohérene ave les remarques faitesplus haut. Pas plus de ommentaires ou de preuve pour e tableau, il su�t de retourner le tableaudes dérivées usuelles :
Fonction Primitive Intervalle Fonction Primitive

a(constante) ax R af aF

xn(n 6= −1)
xn+1

n + 1
R f + g F + G

xa(a 6= −1)
xa+1

a + 1
R

+∗ u′f(u) F (u)

1

x
ln(x) R

+∗ f ′f
f2

2

ln(x) x ln(x) − x R
+∗

f ′

f
ln |f |

ex ex
R f ′ef efExemple : Une primitive de x 7→ x2 + 1

x
sur R

+∗ est x 7→ x2

2
+ ln(x). Une primitive de x 7→ x

x2 + 1sur R est 1

2
ln(x2 + 1).1.3 Dé�nition de l'intégraleDé�nition 2. Soit f une fontion ontinue sur un segment [a; b], alors le nombre F (b) − F (a) nedépend pas du hoix de la primitive F de f . On le note ∫ b

a

f(t)dt, et il s'appelle intégrale de a à
b de la fontion f .Démonstration. On a vu que deux primitives F et G de f di�éraient d'une onstante k. Mais si
G = F + k, on a G(b) − G(a) = F (b) + k − F (a) − k = F (b) − F (a), don la dé�nition ne dépende�etivement pas de la primitive hoisie.Remarque 2. On verra dans les ompléments une façon géométrique d'obtenir la dé�nition de l'inté-grale qui justi�e la notation.Remarque 3. La variable t apparaissant à l'intérieur de l'intégrale est une variable muette (omme le
k pour une somme par exemple). On peut très bien la remplaer par toute autre variable, à onditionde remplaer également le dt, que nous voyons pour l'instant omme une façon d'indiquer la variabledans l'intégrale : ∫ b

a

f(t)dt =

∫ b

a

f(µ)dµ.Dé�nition 3. On utilisera la notation suivante : pour toute fontion F dé�nie sur un intervalle
[a; b], on note [F ]ba = F (b) − F (a). 3



Exemple : Ainsi, on notera par exemple ∫ 3

−2
tdt =

[

t2

2

]3

−2

=
9

2
− 4

2
=

5

2
.Proposition 4. Soit f une fontion ontinue sur un segment [a; b], la fontion x 7→

∫ x

a

f(t)dt estla primitive de f s'annulant en a.Démonstration. En e�et, soit F une primitive quelonque de f , on a ∫ x

a

f(t)dt = F (x) − F (a). Lafontion qu'on vient de dé�nir di�ère de F par une onstante, 'est don également une primitive de
f . De plus sa valeur en a est F (a) − F (a) = 0. Notons au passage qu'on a don ∫ a

a

f(t)dt = 0.2 Propriétés de l'intégraleProposition 5. (relation de Chasles) Soient a < b < c trois réels et f une fontion ontinue sur
[a; c], alors ∫ c

a

f(t)dt =

∫ b

a

f(t)dt +

∫ c

b

f(t)dt.Démonstration. Soit F une primitive quelonque de f , on a ∫ b

a

f(t)dt +

∫ c

b

f(t)dt = F (b)−F (a) +

F (c) − F (b) = F (c) − F (a) =

∫ c

a

f(t)dt.Exemple : Pour aluler ertaines intégrales faisant intervenir une valeur absolue, un déoupagepeut être utile (selon le signe de e qui se trouve dans la valeur absolue) : ∫ 4

0
|x − 2| dx =

∫ 2

0
2 −

x dx +

∫ 4

2
x − 2 dx =

[

2x − x2

2

]2

0

+

[

x2

2
− 2x

]4

2

= 2 − 0 + 0 − (−2) = 4.Proposition 6. (linéarité de l'intégrale) Soient f et g deux fontions ontinues sur un segment [a; b],et α, β deux réels, alors ∫ b

a

αf(t) + βg(t) dt = α

∫ b

a

f(t)dt + β

∫ b

a

g(t) dt.Démonstration. C'est une onséquene évidente de la linéarité de la � primitivisation �.Proposition 7. Soit f une fontion ontinue et positive sur un segment [a; b], alors ∫ b

a

f(t)dt > 0.Démonstration. La fontion f étant positive, F : x 7→
∫ x

a

f(t)dt, qui en est une primitive, est unefontion roissante. Comme F (a) = 0, on a don F (b) > 0, et ∫ b

a

f(t) = F (b)−F (a) = F (b) > 0.Remarque 4. On est toutefois parfaitement autorisé à érire une intégrale dont les bornes sont dansle � mauvais sens �. Auquel as le signe en est hangé : ∫ a

b

f(t)dt = −
∫ b

a

f(t)dt. La propositionpréédente ne s'applique don que si a 6 b (e qui est le as quand on parle du segment [a; b], maison a vite fait d'oublier ette ondition).Remarque 5. On peut a�ner le résultat en remarquant, que si f est ontinue et positive sur [a; b],on a ∫ b

a

f(t)dt = 0 ⇔ f = 0.Proposition 8. Si f et g sont deux fontions ontinues sur un même segment [a; b] et f 6 g sur
[a; b], alors ∫ b

a

f(t)dt 6

∫ b

a

g(t)dt. 4



Démonstration. Si f 6 g, la fontion g − f est positive, don ∫ b

a

d(t) − f(t) dt > 0, e qui donne lerésultat en utilisant la linéarité de l'intégrale.Exemple : un as partiulier extrêmement fréquent est l'utilisation d'une fontion onstante pourmajorer (ou minorer) une intégrale. Si on a m 6 f 6 M sur un segment [a; b], alors ∫ b

a

mdt 6

∫ b

a

f(t)dt 6

∫ b

a

Mdt, soit m(b − a) 6
∫ b

a
f(t)dt 6 M(b − a).Exemple : Un exemple lassique d'utilisation d'enadrement est la détermination de limites desuites d'intégrales. Posons ainsi In =

∫ 1

0

tn

1 + t4
dt et herhons aluler la limite de la suite (In). Onne herhe surtout pas à aluler la valeur de In (on aurait bien du mal à y parvenir, de toute façon),mais on ommene par remarquer que, pour toute valeur de n, la fontion qu'on intègre est positive,don la suite (In) est positive. De plus, en remarquant que ∀t ∈ [0; 1], on a 1

1 + t4
6 1, on en déduitque In 6

∫ 1

0
tn dt =

[

tn+1

n + 1

]1

0

=
1

n + 1
, don par le théorème des gendarmes, lim

n→+∞

In = 0.Dé�nition 4. Soit f une fontion ontinue sur un segment [a; b]. On appelle valeur moyenne de
f la quantité ∫ b

a

f(t)dt

b − a
.Proposition 9. Soit f une fontion ontinue sur un segment [a; b], alors on a ∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(t)dt

∣

∣

∣

∣

6

∫ b

a

|f(t)| dt.Démonstration. On a f 6 |f | don en utilisant la proposition préédente ∫ b

a

f(t)dt 6

∫ b

a

|f(t)| dt.Mais de même −f 6 |f | don −
∫ b

a

f(t)dt 6

∫ b

a

|f(t)| dt, don on a bien l'égalité voulue (si x 6 yet −x 6 y, alors |x| 6 y).3 Méthodes de alul3.1 Intégration direteLa méthode la plus basique mais la plus e�ae quand la fontion a le bon goût de ne pas êtretrop ompliquée est d'en trouver une primitive, il ne reste plus ensuite qu'à aluler.Exemple : Si f est un polynome, on s'en sort toujours sans di�ulté : ∫ 3

−1
x2 − 2x + 3 dx =

[

x3

3
− x2 + 3x

]3

−1

= 9 − 9 + 9 − (−1

3
− 1 − 3) =

14

3
.Exemple : Notre tableau de primitives usuelles est évidemment d'une grande utilité. Par exemple

∫ 1

0

1

x + 3
= [ln(x + 3)]10 = ln 4 − ln 3 = ln

4

3
.3.2 Intégration par partiesLe prinipe est très simple : utiliser la formule de dérivation d'un produit de façon légèrementdétournée. On sait bien entendu que, si u et v sont deux fontions C1 sur [a; b], la dérivée du produit5



uv est u′v + uv′. On a don, en utilisant les résultats vus à la partie préédente, ∫ b

a

u′(t)v(t) +

u(t)v′(t) dt = [uv(t)]ba. On utilise e résultat sous une forme légèrement di�érente :Proposition 10. Soient u et v deux fontions de lasse C1 sur un segment [a; b], alors ∫ b

a

u(t)v′(t) =

[u(t)v(t)]ba −
∫ b

a

u′(t)v(t).Démonstration. La démonstration a été, une fois n'est pas outume, faite avant d'énoner le théo-rème.Remarque 6. Cette méthode de alul est très utile pour aluler des intégrales faisant intervenir desproduits de fontions usuelles, dont on a souvent du mal à déterminer diretement une primitive.Une di�ulté peut provenir du hoix, parmi les deux fontions présentes, de elle qui jouera le r�lede u et de elle qui jouera le r�le de v′. Pensez que le but est de faire apparaitre dans le membre dedroite une intégrale plus faile à aluler que elle d'origine (sinon on n'a pas vraiment avané), etque dans e membre de droite, on dérive u et on � primitive � v′. On hoisira quand 'est possible unefontion v′ faile à intégrer (le as idéal étant l'exponentielle ou le logarithme) et pour u une fontionqui se simpli�e quand on la dérive, souvent une puissane de t. Première exemple super lassique :
∫ 5

0
tet dt. Le t gêne et le et s'intègre bien, on va don faire une intégration par parties en posant

u(t) = t et v′(t) = et. On a don ∫ 5

0
tet dt = [tet]50 −

∫ 5

0
et dt = 5e5 − [et]50 = 5e5 − e5 + 1 = 4e5 + 1.Dans un premier temps, je vous onseille de bien poser tous vos aluls, en préisant e que valentles fontions u, v′, u′ et v, puis ave un peu d'habitude vous pourrez rédiger plus rapidement.Remarque 7. Il peut être astuieux de reourir à une intégration par parties dans le as où il n'y apas de produit visible en prenant 1 omme deuxième fateur du produit. C'est ainsi que l'on trouvele plus naturellement la formule de la primitive de ln qui s'annule en 1. On sait que ette primitivepeut s'exprimer omme ∫ x

1
ln(t) dt. Pour aluler ette intégrale, on va faire une intégration parparties en posant v′(t) = 1 et u(t) = ln t. On a don v(t) = t et u′(t) =

1

t
, don ∫ x

1
ln(t) dt =

[t ln(t)]x1 −
∫ x

1
1 dt = x ln x − x + 1.Remarque 8. Il est souvent utile de proéder à plusieurs intégrations par parties suessives, notam-ment quand on herhe à faire baisser le degré d'une puissane de t dans l'intégrale, et on est mêmeparfois amené à raisonner par réurrene.Exemple : On herhe à aluler In =

∫ e

1
tn ln t dt. On peut aluler diretement I0 =

∫ e

1
ln t dt =

[t ln t − t]e1 = e − e − 0 + 1 = 1. Pour le as général, on s'en sort en fait par une simple intégrationpar parties : In =

∫ e

1
tn ln t dt = [

tn+1

n + 1
ln t]e1 −

∫ e

1

tn

n + 1
dt =

en+1

n + 1
− [

1

(n + 1)2
tn+1]e1 =

en+1

n + 1
−

en+1

(n + 1)2
+

1

(n + 1)2
=

nen+1 + 1

(n + 1)2
.3.3 Changement de variableL'idée est ette fois-i d'utiliser la formule de dérivation d'une fontion omposée : (F ◦ u)′ =

u′ × f ◦ u (où F désigne une primitive de la fontion f). Le théorème suivant déoule failement deette formule :Théorème 2. (hangement de variable) Soit u une fontion de lasse C1 sur un segment [a; b] et fune fontion ontinue sur le segment [u(a);u(b)], alors on a ∫ b

a

u′(t)f(u(t)) dt =

∫ u(b)

u(a)
f(v) dv.6



Démonstration. En e�et, une primitive de u′f(u) est F (u), où F est une primitive de f . Le membrede gauhe vaut don F (u(b)) − F (u(a)), e qui est bien égal au membre de droite.Cette formule est naturellement utilisée quand on a sous l'intégrale une fontion qui peut s'érire sousla forme de la dérivée d'une omposée. Mais même dans d'autres as, on peut tenter de l'utiliser poursimpli�er l'intégrale, omme dans le as d'une intégration par parties. En pratique, pas vraimentbesoin de retenir la formule, il faut savoir l'appliquer, et surtout omprendre tout e qu'il y a àmodi�er quand on fait un hangement de variable. Il faut bien sûr hanger la variable, mais aussiles bornes de l'intégrale, et surtout le fameux dt, en suivant la règle suivante : d(u(t)) = u′(t) dt.Nous n'avons pas les moyens de bien omprendre ette manipulation, mais ela orrespond bien à laformule donnée i-dessus (f(u(t)) est hangé en f(v) et u′(t) dt en dv).Prenons un exemple ave I =

∫ e

1

1

t(ln t + 1)
dt. On va faire le hangement de variable u = ln t. Ona alors du =

1

t
d. t, e qui permet de se débarasser du t au dénominateur en le faisant passer dansle du. Il reste enore à hanger les bornes, qui deviennent 0 et 1, et on obtient I =

∫ 1

0

1

u + 1
du =

[ln(u + 1)]10 = ln 2.Exemple :On herhe à aluler ∫ 2

1
t
√

2t − 1 dt. Le terme√2t − 1 n'étant pas pratique à manipuler,on va faire le hangement de variable v = 2t − 1, autrement dit v = u(t), où u est la fontion
t 7→ 2t − 1. Il faut alors hanger également le dt en alulant dv = u′(t)dt = 2dt, don dt =

dv

2
.Il faudra aussi faire quelque hose du t qui traine à �té de la raine : omme u = 2t − 1, on a

t =
u + 1

2
. En�n, il faut hanger les bornes de l'intégrale par u(1) = 1 et u(2) = 3. On obtient don

∫ 2

1
t
√

2t − 1 dt =

∫ 3

1

u + 1

4

√
u du =

1

4

∫ 3

1
u

3

2 +u
1

2 du =
1

4

[

2

5
u

5

2 +
2

3
u

3

2

]3

1

=
1

10
(3

5

2 −1)+
1

6
(3

3

2 −1).4 Compléments4.1 Fontions dé�nies par une intégraleOn en a déjà vu un exemple sans le dire quand on a alulé la primitive du logarithme un peu plushaut : la primitive de f s'annulant en a est bien une fontion dé�nie par une intégrale x 7→
∫ x

a

f(t) dt.Dans le as du logarithme, on peut en fait expliiter la fontion sous une forme traditionnelle, maisil peut très bien arriver en général qu'on n'ait pas de formule plus simple. Il faut alors étudier lafontion en utilisant les propriétés de l'intégrale. Mais un bon exemple vaudra mieux que de longsdisours :On veut étudier la fontion dé�nie sur R par f(x) =

∫ 2x

x

ln t

t
dt (dont on sait en fait aluler uneexpression expliite, mais nous ferons semblant de l'oublier pour l'intérêt de l'exerie). La fontion

f est dé�nie sur ]0;+∞[ (il faut que tous les réels ompris entre x et 2x soient stritement positifs).On peut très bien aluler la dérivée de f . Introduisons pour elà la fontion g : t 7→ ln t

t
, etnotons G une primitive de g sur ]0;+∞[. On a alors par dé�nition f(x) = G(2x) − G(x), don

f ′(x) = 2g(2x) − g(x) (attention à la dérivée de la omposée pour le premier moreau), 'est-à-direque f ′(x) = 2
ln(2t)

2t
− ln t

t
=

ln(2t) − ln t

t
=

ln 2

t
. Cette dérivée étant positive, la fontion f eststritement roissante sur ]0;+∞[.On peut aussi aluler les limites de f en utilisant des enadrements (tehnique qui ne marherapas à tous les oups). Pour elà, étudions les variations de la fontion g : g′(t) =

1 − ln t

t2
. La7



fontion g est don roissante sur ]0; e], puis déroissante ensuite. Si x > e, on a don ∀t ∈ [x; 2x],
ln(2x)

2x
6

ln t

t
6

ln x

x
, d'où par intégration des inégalités ∫ 2x

x

ln(2x)

2x
dt 6

∫ 2x

x

ln t

t
dt 6

∫ 2x

x

ln x

x
dt,soit ln(2x)

2
6 f(x) 6 ln x. Les deux bornes ayant pour limite +∞ en +∞, on en déduit que

lim
x→+∞

f(x) = +∞. De même, quand x se rapprohe de 0, le théorème des gendarmes permet deonlure (l'enadrement est dans l'autre sens, mais enore une fois les deux termes ont la mêmelimite) que lim
x→0

f(x) = −∞.4.2 Sommes de RiemannLe onept de somme de Riemann fait partie d'une onstrution de l'intégrale légèrement di�é-rente de elle que nous avons adoptée (mais qui permet aessoirement de dé�nir l'intégrale de fon-tions qui ne sont pas forément ontinues). Nous avons dé�ni le onept de primitive pour onstruirenos intégrales, la primitive pouvant être vue omme une façon de aluler l'aire sous la ourbe repré-sentative de f (f introdution). On peut également pousser plus loin les aluls d'aire en essayantd'approher le plus possible l'aire de la ourbe à l'aide de retangles. Pour ela, le plus simple estde déouper le segment [a; b] en n segments de même largeur, en posant h =
b − a

n
, obtenant ainsi

n segments de largeur h. Sur haun de es segments, on va approher l'aire sous la ourbe Cf parelle d'un retangle. Pour la hauteur du retangle, on fait le hoix arbitraire de prendre la valeur de
f au point le plus à gauhe du segment, autrement dit f(a) pour le premier segment, f(a + h) pourle deuxième, jusqu'à f(a + (n− 1)h) pour le dernier (sahant que b = a + nh) (on peut aussi hoisirles points à droite des intervalles). Cela orrespond à la �gure suivante :

3 42

0

1

2

La somme de Riemann n'est autre que la somme des aires de es retangles (qui dépend bien sûr de
n).Dé�nition 5. On appelle nème somme de Riemann assoiée à une fontion f ontinue sur unsegment [a; b] le réel

Sn(f) =
b − a

n

n−1
∑

k=0

f

(

a +
k(b − a)

n

)
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Le résultat fondamental sur les sommes de Riemann, que nous nous garderons bien de démontrer,est le suivant :Théorème 3. Si f est ontinue sur [a; b], on a lim
n→+∞

Sn(f) =
∫ b

a
f(t) dt.Autrement dit, les sommes de Riemann sont une bonne façon d'approher l'aire sous la ourbe. Onpeut même majorer l'éart entre la n-ème somme de Riemann et l'intégrale de f . C'est d'ailleurs laméthode utilisée pour faire du alul numérique (et don approhé) d'intégrales, dans votre alula-trie par exemple. Il su�t de prendre n assez grand pour avoir une très bonne valeur approhée del'intégrale (en l'ourene il existe des méthodes plus e�aes que elle-i, f TD de Pasal).Remarque 9. Cette façon de voir l'intégrale explique plus ou moins la notation utilisée : l'intégraleest la limite des sommes de Riemann, autrement dit (ave un peu d'imagination), une somme in�nied'aires de retangles de hauteur f(t) (pour t parourant [a; b]) et de largeur in�niment petite notée

dt. Le symbole ∫ n'étant autre qu'un S omme somme, on voit bien l'origine de la notation.Exemple : Appliquons la dé�nition et le théorème à la fontion arré sur l'intervalle [0; 1]. L'expres-sion de la somme de Riemann se simpli�e notablement puisque dans e as b − a

n
=

1

n
et a = 0. Ona don Sn(f) =

1

n

k=n−1
∑

k=0

k2

n2
=

1

n3

k=n−1
∑

k=0

k2. Le théorème nous permet d'a�rmer que Sn(f) onvergevers ∫ 1

0
t2 dt =

1

3
. Autrement dit, on a k=n−1

∑

k=0

k2 ∼ n3

3
. Ce n'est pas une grande déouverte puisqu'onsait aluler exatement ette somme. Par ontre, si on fait exatement la même manipulation avela fontion x 7→ x7 (par exemple), toujours sur le segment [0; 1], on obtient le résultat plus intéressant

k=n−1
∑

k=0

k7 ∼ n8

8
.Remarque 10. On peut également utiliser les sommes de Riemann � dans l'autre sens �, 'est-à-direreonnaitre lors de l'étude d'une suite une somme de Riemann pour en déduire sa limite. dans e as,la somme de Riemann sera toujours sur l'intervalle [0; 1], 'est-à-dire qu'il faut reonnaitre quelquehose du type 1

n

n−1
∑

k=0

f

(

k

n

), pour une ertaine fontion ontinue f .
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