
Fontions usuellesECE3 Lyée Carnot3 septembre 2009
Pour e premier hapitre de l'année, on ommene en doueur (en�n, tout est relatif, naturelle-ment) ave un retour sur quelques notions et résultats sur les fontions usuelles que vous avez pourla plupart déjà vus en lyée. Pour ette raison, mais également pare que nous manquons enore dedé�nitions préises, e hapitre omportera exeptionnellement peu de démonstrations (elles seront,je vous rassure tout de suite, refaites au ours de l'année). Disons que vous avez là une ompilationde hoses que nous utiliserons su�samment souvent pour je onsidère normal que vous les ayez enpermanene en tête.1 Voabulaire1.1 Ensembles et domaines de dé�nitionNous reverrons plus en détail dans un hapitre ultérieur les opérations sur les ensembles, nousnous ontenterons don ii du strit minimum.Dé�nition 1. Un ensemble est une olletion d'objets mathématiques. Il est souvent dérit parune propriété ommune de es objets, par exemple [2; 3[= {x ∈ R | 2 6 x < 3}. Le symbole ∈ signi�e� appartient à � et le symbole | signi�e � tels que �. La notation entre aolades désigne toujours unensemble en mathématiques.Dé�nition 2. Un ensemble F est inlus dans un ensemble E si tout élément de F appartient aussià E. On le note F ⊂ E.Remarque 1. Il ne faut pas onfondre appartenane et inlusion. Ainsi, √7 ∈ [2; 3[, mais [π−1;

√
7] ⊂

[2; 3[.Dé�nition 3. Nous utiliserons tout au long de l'année les deux symboles supplémentaires suivants,appelés un peu pompeusement quanti�ateur existentiel et quanti�ateur universel :
• le symbole ∃ signi�e � il existe � ; ainsi, le fait qu'une fontion f s'annule sur l'intervalle [0; 1]peut s'érire plus mathématiquement ∃x ∈ [0; 1], f(x) = 0.
• le symbole ∀ signi�e � quel que soit � ; ainsi, le fait qu'une fontion f soit nulle sur l'intervalle

[0; 1] s'érit ∀x ∈ [0; 1], f(x) = 0. Notez bien la di�érene entre es deux exemples, il estévidemment essentiel de ne pas onfondre les deux symboles.Remarque 2. Dans les as où a besoin de plusieurs quanti�ateurs pour exprimer une propriété (çaarrive souvent), l'ordre dans lequel on les dispose est aussi très important. On les lit naturellementde gauhe à droite, e qui donne par exemple :
• ∃x ∈ R, ∀y 6= x ∈ R, f(x) > f(y) signi�e que f admet un maximum (global) en x (f(x) estplus grand que toutes les autres images par f).1



• ∀y ∈ R, ∃x 6= y ∈ R, f(x) > f(y) signi�e que f n'admet pas de maximum (quelle que soit lavaleur de y, on peut trouver un x ayant une image plus grande par f).Dé�nition 4. Le symbole ⇒ est un symbole d'impliation : A ⇒ B signi�e que la propriété Best vraie dès que A l'est (par ontre, si A est fausse, B peut bien être vraie ou fausse, ça n'a pasd'importane). Le symbole ⇔ est un symbole d'équivalene : A ⇔ B signi�e que A implique B et Bimplique A. Autrement dit, dès que l'une est vraie, l'autre aussi, et dès que l'une est fausse l'autreaussi. Autre façon de voir les hoses : A ⇒ B et sa réiproque B ⇒ A sont toutes les deux vraies.Exemple (théorème de Pythagore et réiproque) : Un triangle ABC est retangle en A ⇔ AB2 +
AC2 = BC2.Remarque 3. Quand on alule les longueurs des �tés d'un triangle, et qu'on invoque l'absened'égalité de Pythagore pour prouver que le triangle n'est pas retangle, on n'utilise pas la réiproquedu théorème, mais bel et bien le théorème lui-même, ou plut�t sa ontraposée : si A ⇒ B, laontraposée stipule que la négation de B implique la négation de A (on reviendra sur e onept plustard).Dé�nition 5. Le domaine de dé�nition d'une fontion d'une variable réelle est Df = {x ∈ R |
f(x) existe}. Sauf mention du ontraire, le domaine de dé�nition est onstitué de tous les réels pourlesquels f(x) peut être alulé.Exemples : Les trois as néessitant un peu de ré�exion à notre niveau sont les suivants :

• annulation d'un dénominateur : si f(x) =
x + 1

x2 − 4
, alors Df = R\{−2; 2}.

• positivité sous une raine : si f(x) =
√

4 − 2x, alors Df =] −∞; 2].
• strite positivité sous un ln : si f(x) = ln(x2 − 9), alors Df =] −∞;−3[∪]3;+∞[1.2 Parité et périodiitéDé�nition 6. Une fontion réelle f est paire si son domaine de dé�nition est symétrique par rapportà 0 et si ∀x ∈ Df , f(−x) = f(x). Une fontion réelle f est impaire si son domaine de dé�nition estsymétrique par rapport à 0 et si ∀x ∈ Df , f(−x) = −f(x).Exemples : La fontion f : x 7→ x2 + 12 est paire. La fontion f : x 7→ x3

x2 + 1
est impaire.Remarque 4. La représentation graphique d'une fontion paire dans un repère orthogonal est symé-trique par rapport à l'axe des ordonnées. La représentation graphique d'une fontion impaire dansun repère orthogonal est symétrique par rapport à l'origine du repère.Dé�nition 7. Une fontion réelle f est périodique de période T si, ∀x ∈ Df , x + T ∈ Df et

f(x + T ) = f(x).Remarque 5. La représentation graphique d'une fontion périodique de période T est stable partranslation de veteur T~i, où~i est le veteur unitaire de l'axe des absisses. Nous verrons un exemplede telle fontion plus loin dans e hapitre.1.3 Monotonie et bornesDé�nition 8. Une fontion réelle f est roissante (resp. déroissante) sur un intervalle I si,
∀(x, y) ∈ I2, x < y ⇒ f(x) 6 f(y) (resp. f(x) > f(y)). Je vous épargne les dé�nitions de roissaneet déroissane strite.Dé�nition 9. Une fontion réelle f admet un maximum (loal) en x sur l'intervalle I si x ∈ I et
∀y ∈ I, f(y) 6 f(x). On parle de maximum global si I = Df . On dé�nit de même minimumloal et global. 2



Exemple : La fontion représentée i-dessous admet un minimum global en −2, un minimumloal en 4, un maximum loal en 2 et pas de maximum global.
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−7Dé�nition 10. Le réel m est un minorant de la fontion f sur l'intervalle I si ∀x ∈ I, f(x) > m.De même, M est un majorant de f sur I si ∀x ∈ I, f(x) 6 M . On dit que f est bornée sur I sielle y admet à la fois un majorant et un minorant.Remarque 6. Un minorant n'est pas la même hose qu'un minimum. Par exemple, la fontion arréa pour minimum 0 sur R, mais elle est aussi minorée par −2, −15 et tout plein d'autres valeurs. Unefontion peut même être minorée sans avoir de minimum, par exemple la fontion inverse sur R

∗
+.2 VariationsCa paragraphe sera très ourt, puisque je ne reviendrai volontairement pas sur les aluls etautres propriétés des dérivées que vous avez vus au lyée (nous aurons un hapitre entier onsaré àla dérivation dans quelques mois). Il va toutefois de soi que devez onnaitre vos dérivées de fontionsusuelles sur le bout des doigts.Proposition 1. Si f est une fontion dérivable en a, le nombre dérivé f ′(a) représente le oe�ientdireteur de la tangente en a à la ourbe représentative de la fontion f . Plus préisément, ettetangente a pour équation y = f ′(a)(x − a) + f(a).Et omme il n'y a pas que la dérivée dans la vie, rappelons les propriétés suivantes, valables pourdes fontions qui ne sont pas supposées dérivables.Proposition 2. La somme de deux fontions roissantes (resp. déroissantes) est roissante (resp.déroissante).Si f et g sont de même monotonie sur I et f(I) respetivement, alors g ◦ f est roissante sur I.Si f et g sont de monotonie opposée sur I et f(I) respetivement, alors g ◦ f est déroissante sur I.Exemple : Il faut faire très attention aux intervalles pour les omposées. Prenons h(x) = (2x− 4)2.On peut érire h = g◦f , où f est une fontion a�ne roissante sur R et g la fontion arré déroissantesur R− et roissante sur R

+. Comme f(] −∞; 2]) = R−, et f([2;+∞[) = R+, on peut onlure que
h est déroissante sur ] −∞; 2] et roissante sur [2;+∞[.3 Logarithmes et exponentiellesLa ohérene des dé�nitions et les résultats de e paragraphe sont provisoirement admis.3



3.1 La fontion logarithme népérienDé�nition 11. La fontion logarithme népérien, notée ln est l'unique primitive de la fontioninverse dé�nie sur l'intervalle ]0;+∞[ et véri�ant ln 1 = 0.Proposition 3. Variations de la fontion ln : La fontion ln est stritement roissante sur R
∗
+. Deplus, lim

x→0+
ln(x) = −∞ et lim

x→+∞
ln(x) = +∞.Voii la ourbe représentative du logarithme népérien, ainsi que elle de l'exponentielle :
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ln(x)Proposition 4. Régles de alul ave la fontion ln : le logarithme népérien transforme les produitsen somme et les quotients en di�érenes. On a don ∀(x, y) > 0, ln(xy) = lnx+ln y ; ln x
y

= ln x−ln y.Cas partiulier : ln 1

x
= − ln x. En�n, on a également, déoulant de la première formule, ln(xn) =

n ln x pour tout entier naturel n.3.2 La fontion exponentielleDé�nition 12. La fontion exponentielle, notée exp : x 7→ ex est la réiproque de la fontion ln.Elle est dé�nie sur R par x = ln y ⇔ ex = y.Proposition 5. La fontion exponentielle est dérivable, et elle est sa propre dérivée. Elle est stri-tement roisssante et stritement positive sur R. De plus, lim
x→−∞

ex = 0 et lim
x→+∞

ex = +∞.Remarque 7. Les ourbes de l'exponentielle et du logarithme népérien sont symétriques par rapportà la droite d'équation y = x.Proposition 6. Les régles de alul ave la fontion exponentielle sont les mêmes que les règles dealul sur les puissanes. Rappelons au passage que e1 = e ≃ 2, 71.3.3 Logarithmes et exponentielles de base aDé�nition 13. Pour tout a ∈ R
∗
+\{1}, on dé�nit la fontion logarithme de base a sur ]0;+∞[ par

loga(x) =
ln x

ln a
, et la fontion exponentielle de base a sur R par expa(x) = ex ln a (plus simplementnoté expa(x) = ax.Proposition 7. Les fontions loga et expa sont réiproques l'une de l'autre. Elles véri�ent les mêmesrègles de alul que ln et exp respetivement. Elles sont toutes deux stritement roissantes sur leurensemble de dé�nition si a > 1, et stritement déroissantes sinon.4



Remarque 8. Le logarithme népérien n'est don rien d'autre que le logarithme de base e. On notehabituellement log la fontion logarithme de base 10, aussi appelé logarithme déimal.Voii quelques exemples de ourbes de fontions logarithmes, puis de fontions exponentielles :
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4 Fontions puissanes4.1 Puissanes entièresPour tout entier naturel n, la fontion fn : x 7→ xn est dé�nie sur R. Si n est pair, la fontion
fn est paire. Si n est impair, fn est impaire. La fontion f0 est onstante égale à 1. Pour n impair,la fontion fn est stritement roissante sur R ; pour n pair non nul, fn est stritement déroissantesur R− et stritement roissante sur R+.Si n est un entier négatif, on dé�nit également une fontion puissane sur R

∗ par fn : x 7→ 1

x−n
.La parité de es fontions est toujours la même que elle de n. Si n est impair, fn est stritementdéroissante sur ]−∞; 0[ et sur ]0;+∞[ (mais ne dites surtout pas qu'elle est déroissante sur R

∗, onne parle de monotonie que sur un intervalle). Si n est pair, fn est stritement roissante sur ]−∞; 0[et stritement déroissante sur ]0;+∞[.Voii quelques exemples de ourbes de puissanes entières :
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4.2 Puissanes quelonquesÀ l'aide des fontions ln et exp, on peut dé�nir des fontions puissanes pour des puissanes nonentières, mais seulement sur R
∗
+ :Dé�nition 14. La fontion fa est dé�nie sur R

∗
+ par fa : x 7→ ea ln x. On la note plus simplement

fa(x) = xa.Proposition 8. Les fontions puissanes sont dérivables sur R
∗
+, et f ′

a(x) = axa−1. La fontion faest stritement roissante si a > 0, stritement déroissante si a < 0.Ces nouvelles fontions puissanes ressemblent en fait beauoup aux préédentes. Pour la peine,je me dispense de vous donner des exemples de ourbes représentatives.Remarque 9. Si a 6= 0, la fontion fa est réiproque de la fontion f 1

a

. Ainsi, pour n ∈ N
∗, f 1

norrespond à la notion de raine n-ième. On a par exemple x
1

2 =
√

x et x
1

3 = 3
√

x.5 Limites lassiquesQuelques résultats qui peuvent servir, notamment eux de roissane omparée, qui sont absolu-ment fondamentaux.Proposition 9. On a lim
x→1

ln x

x − 1
= 1 et lim

x→0

ex − 1

x
= 1.Proposition 10. : Croissane omparée des fontions usuelles en +∞.

• ∀a > 1, ∀b > 0, lim
x→+∞

ax

xb
= +∞

• ∀b > 0, ∀c > 0, lim
x→+∞

xb

(ln x)c
= +∞
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Autrement dit, on peut répartir de la façon suivante les fontions usuelles en +∞, les � plusfortes � étant à droite :
(ln x)

1

2 ln x (ln x)2 (ln x)47
√

x x x2 x2436525 1, 2x 2x ex 12xRemarque 10. On peut déduire de es résultats les autres propriétés suivantes :� ∀a > 1, ∀n ∈ N, lim
x→−∞

ax × xn = 0� ∀b > 0, ∀c > 0, lim
x→0+

xb(ln x)c = 0.6 Valeur absolue, partie entière6.1 La fontion valeur absolueDé�nition 15. La fontion valeur absolue est notée x 7→ |x|. Elle est dé�nie sur R par |x| = x si
x > 0 et |x| = −x si x 6 0.Remarque 11. Autrement dit, la valeur absolue d'un réel x est sa distane à 0. Ainsi, une valeurabsolue est toujours positive. On peut généraliser e résultat en remarquant que, pour tous réels xet y, |x − y| représente la distane entre x et y. Cette notion de distane est notamment très utilepour résoudre des équations et inéquations faisant intervenir des valeurs absolues. Cf la premièrefeuille de TD pour des exeries faisant intervenir de telles résolutions, notons simplement deux asà retenir absolument ar ils nous serviront beauoup par la suite :

• |x − a| 6 ε ⇔ x ∈ [a − ε; a + ε] (où ε est un réel positif).
• |x − a| > ε ⇔ x < a − ε ou x > a + ε.Proposition 11. La fontion valeur absolue n'est pas dérivable en 0. Elle est paire, stritementdéroissante sur R− et stritement roissante sur R+.Voii la ourbe représentative de la fontion valeur absolue, qui est en fait onstituée de par sadé�nition de deux demi-droites :
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• Inégalité triangulaire ∀(x, y) ∈ R
2, |x + y| 6 |x| + |y|7



Démonstration.
• Le premier point est une simple reformulation de la parité de la fontion valeur absolue.
• Si x et y sont de même signe, xy est positif, don |xy| = xy, et |x| × |y| = xy ou |x| ×

|y| = (−x) × (−y) = xy selon le signe ommun de x et y. Si x et y sont de signe di�érent,
|x| × |y| = −xy, et xy étant négatif, |xy| = −xy. Dans tous les as, ça marhe !

• Pour le quotient, 'est exatement omme pour le produit, les règles de signe étant les mêmes.
• Si x et y sont tous deux positifs, x + y l'est également et |x + y| = x + y = |x|+ |y|. De même,si x et y sont négatifs, |x + y| = −x − y = |x| + |y|. En�n, supposons x positif et y négatif(x et y jouant un r�le symétrique, le dernier as sera démontré par la même oasion). On neonnait alors par le signe de x + y, mais e qui est ertain 'est que y 6 x + y 6 x. On a alorsertainement |x + y| 6 max(|x|, |y|) 6 |x| + |y|.Exemple : Dans les as où les valeurs absolues ontinuent à poser des problèmes de alul, il estenore plus prudent de séparer plusieurs as selon les valeurs de x. Imaginons que nous herhions àtraer la ourbe représentative de la fontion dé�nie sur R par f(x) = |x + 2| − |x − 3|. Trois as seprésentent :
• si x 6 −2, x + 2 et x − 3 sont tous deux négatifs, don f(x) = −(x + 2) + (x − 3) = −5
• si −2 6 x 6 3, x + 2 est positif et x − 3 négatif, don f(x) = x + 2 + x − 3 = 2x − 1
• en�n, si x > 3, f(x) = x + 2 − (x − 3) = 5La ourbe reherhée ressemble don à ei :
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−66.2 Les fontions partie entière et déimaleDé�nition 16. La fontion partie entière est dé�nie sur R de la façon suivante : Ent(x) est leplus grand entier inférieur ou égal à x.Exemples : Ent(2, 65743565678) = 2 ; Ent(5) = 5 ; Ent(−3, 4) = −4. Autrement dit, la partieentière de x est le seul entier véri�ant Ent(x) 6 x 6 Ent(x) + 1.Proposition 13. La fontion partie entière est onstante par moreaux. Elle est ontinue sur tousles intervalles de la forme ]n;n + 1[, où n ∈ Z.Voii la ourbe de la fontion partie entière :
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