
Feuille d'exeries n�19 : orrigéECE3 Lyée Carnot25 mars 2011Exerie 1 (**)1. La fontion f est C∞ sur R, de dérivée f ′(x) = 1− 1

2
x. Elle admet don un maximum en x = 2,de valeur f(2) = 1 +

1

4
(2 − 4) =

3

2
, et est roissante sur ] −∞; 2] et déroissante sur [2;+∞[.Les points �xes sont déterminés en résolvant l'équation f(x) = x, 'est-à-dire 1

4
(2 − x2) = 0,d'où deux points �xes pour x =

√
2 et x = −

√
2.2. En e�et, si 1 ≤ x ≤ 2, −1 ≤ −1

2
x ≤ −1

2
et 0 ≤ f ′(x) ≤ 1

2
, don |f ′(x)| ≤ 1

2
. Quant à l'imagede [1; 2] par f , omme la fontion est roissante sur ette intervalle, elle vaut [f(1); f(2)] =

[

5

4
;
3

2

]

⊂ [1; 2].3. C'est une réurrene toute simple : u0 = 1 ∈ [1; 2], et si un ∈ [1; 2], on a d'après la questionpréédente f(un) ∈ [1; 2], soit un+1 ∈ [1; 2]. Comme un ∈ [1; 2] et √2 ∈ [1; 2], et que |f ′(x)| ≤ 1

2sur et intervalle, on peut appliquer l'IAF entre un et √2 et obtenir |f(un)− f(
√

2)| ≤ 1

2
|un −√

2|. Comme f(
√

2) =
√

2 ('est un point �xe de f) et f(un) = un+1 (par dé�nition), on a bien
|un+1 −

√
2| ≤ 1

2
|un −

√
2|.4. Prouvons par réurrene Pn : |un−

√
2| ≤ 1

2n
. Pour n = 0, la propriété P0 stipule que |1−√

2| ≤
1, e qui est vrai. Supposons désormais Pn vraie, on a alors d'après la question préédente
|un+1 −

√
2| ≤ 1

2
|un −

√
2|, et par ailleurs, par hypothèse de réurrene |un −

√
2| ≤ 1

2n
. Onpeut ombiner les deux inégalités pour obtenir |un+1 −

√
2| ≤ 1

2
× 1

2n
=

1

2n+1
. Cela prouve

Pn+1 et ahève la réurrene.Comme lim
n→+∞

1

2n
= 0, et 0 ≤ |un −

√
2| ≤ 1

2n
, le théorème des gendarmes permet d'a�rmerque lim

n→+∞

|un −
√

2| = 0, soit lim
n→+∞

un =
√

2.5. On sait que l'inégalité sera véri�ée dès que 1

2n
≤ 10−9, soit en passant au logarithme −n ln 2 ≤

−9 ln 10, ou enore n ≥ 9 ln 10

ln 2
≃ 30. Il faut don aluler le trentième terme de la suitepour être ertain d'avoir une valeur approhée de √2 à 10−9 près. Remarque : en pratique, ononstate que le u19 est déjà une valeur approhée à 10−9 près.Exerie 2 (**)1. En e�et, on a lim

x→0+
f(x) = 0 (pas de forme indéterminée). De plus, f est dérivable et C1 sur

]

0;
1

e

[, de dérivée f ′(x) =
lnx + 1 − 1

(ln x + 1)2
=

ln x

(ln x + 1)2
, qui a également pour limite 0 en 0 ('est1



pas exemple équivalent en 0 à 1

ln x
). D'après le théorème de prolongement C1, la fontion fest don dérivable en 0, et f ′(0) = 0.2. On a déjà alulé f ′, il est don faile de onstater que f est déroissante sur [

0;
1

e

[ et sur
]

1

e
; 1

], et roissante sur [1;+∞[. On a par ailleurs lim
x→+∞

f(x) = +∞ (roissane omparée),et lim
x→+∞

f(x)

x
= 0, don il y a une branhe parabolique de diretion (Ox) en +∞. Par ailleurs,

lim
x→

1

e

−

f(x) = −∞ et lim
x→

1

e

+
f(x) = +∞ (pas de di�ulté non plus, il su�t de onstater que

ln x + 1 est négatif à gauhe de 1

e
et positif à droite). Les plus ourageux aluleront f ′′(x) =

1

x(ln x + 1)2
− 2 ln(x)

x(ln x + 1)3
=

1 − ln x

x(ln x + 1)3
(j'ai dérivé le quotient omme le produit de ln x etde 1

(ln x + 1)2
ar 'est un peu plus faile à érire), et en déduiront que la ourbe admet unpoint d'in�exion pour x = e, de hauteur f(e) =

e

2
, et dont la tangente a pour pente f ′(e) =

1

4
.On peut ainsi traer la ourbe suivante :

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

−1

−23. Résolvons f(x) = x. Si l'on élimine la valeur 0 (qui est e�etivement un point �xe de f), onpeut simpli�er par x et obtenir 1

lnx + 1
= 1, soit ln x + 1 = 1, don x = 1. Il y a don deuxpoints �xes : 0 et 1.4. (a) La fontion g est C∞ sur R+, de dérivée g′(x) =

(x + 1)2 − 2x(x + 1)

(x + 1)4
=

1 − x

(x + 1)3
. Elleadmet don un maximum en 1, de valeur g(1) =

1

4
. Comme g(0) = 0 et lim

x→+∞

g(x) = 0,on en déduit que ∀x ≥ 0, 0 ≤ g(x) ≤ 1

4
. Or, on a f ′(x) = g(ln x). Si x ≥ 1, ln x ≥ 0, et onpeut lui appliquer l'inégalité préédente : 0 ≤ g(ln x) ≤ 1

4
, 'est-à-dire 0 ≤ f ′(x) ≤ 1

4
.(b) Pour appliquer l'IAF, il faut d'abord véri�er que ∀n ∈ N, xn ∈ [1;+∞[. En onstatantque l'intervalle [1;+∞[ est stable par f , on peut le prouver par une simple réurrene :

x0 = 2 ≥ 1, et en supposant xn ≥ 1, on obtient, en utilisant la roissane de f sur [1;+∞[,
f(xn) ≥ f(1) = 1, don xn+1 ≥ 1, e qui ahève la réurrene.On a don 1 ∈ [1;+∞[ et xn ∈ [1;+∞[. De plus, |f ′(x)| ≤ 1

4
sur [1;+∞[. En appliquantl'IAF, on obtient don |f(xn) − f(1)| ≤ |xn − 1|, soit |xn+1 − 1| ≤ 1

4
|xn − 1|.2



Prouvons ensuite par réurrene la propriété Pn : |xn − 1| ≤ 1

4n
. Pour n = 0, P0 stipuleque |2− 1| ≤ 1, e qui est vrai. Supposons ensuite Pn vraie, on obtient alors |xn+1 − 1| ≤

1

4
|xn−1| (f plus haut) ≤ 1

4
× 1

4n
(hypothèse de réurrene), e qui prouve Pn+1 et ahèvela réurrene.() Comme lim

n→+∞

1

4n
= 0, et 0 ≤ |xn −1| ≤ 1

4n
, le théorème des gendarmes permet d'a�rmerque lim

n→+∞

|xn − 1| = 0, soit lim
n→+∞

xn = 1.Exerie 3 (**)1. Posons g(x) = ex − 3− 2x. Cette fontion est C∞ sur R, de dérivée g′(x) = ex − 2. La fontion
g est don stritement déroissante sur R− (et même un peu au-delà). Comme g(0) = −2 et
lim

x→−∞

g(x) = +∞, elle est don bijetive de R− vers [−2;+∞[. L'équation g(x) = 0 admetdon une unique solution négative α. Comme eα − 3 = 2α, on a bien f(α) = α.2. La fontion f est stritement roissante sur R et f(0) = −1

2
, don ∀x ≤ 0, f(x) ≤ −1

2
, e quiprouve la stabilité de l'intervalle ] −∞; 0] par f .3. On a f ′(x) =

ex

2
, don 0 ≤ f ′(x) ≤ 1

2
quand x ≤ 0, e qui prouve l'inégalité demandée.4. C'est vrai pour u0, et si on le suppose vrai pour un, alors un+1 = f(un) ≤ 0 d'après la question

2. Par prinipe de réurrene, tous les termes de la suite sont don négatifs.5. Vous devez ommener à avoir l'habitude : α ≤ 0, un ≤ 0 et |f ′(x)| ≤ 1

2
quand x ≤ 0, donl'IAF nous donne |f(un) − f(α)| ≤ 1

2
|un − α|, soit |un+1 − α| ≤ 1

2
|un − α|.6. C'est la réurrene lassique, on pose Pn : |un−α| ≤ 1

2n
. La propriété P0 prétend que |−1−α| ≤

1, (pour une fois, e n'est pas totalement évidemment), soit α ∈ [−2; 0]. On sait déjà que α ≤ 0.Pour prouver l'autre inégalité, revenons à la question 1 et alulons g(−2) = e−2 − 3+ 4 = 1+
e−2 > 0. Comme g(−2) > g(α) (qui vaut 0 par hypothèse), la déroissante de la fontion g nousdonne bien α ≥ −2. Supposons désormais Pn véri�ée, on a alors |un+1−α| ≤ 1

2
|un−α| ≤ 1

2
× 1

2n
,e qui prouve Pn+1 (plus de détails sur e genre de réurrene dans le orrigé de l'exerie 1).7. Cf exerie 1 : par théorème des gendarmes, lim

n→+∞

|un − α| = 0, don lim
n→+∞

un = α.8. PROGRAM alpha ;USES winrt ;VAR u,a,e : real ;BEGINWriteLn('Choisissez la préision de la valeur approhée') ;ReadLn(e) ;u := -1 ; a := 1 ;REPEATu := (exp(u)-3)/2 ;a := a/2 ;UNTIL a<e ;WriteLn('Une valeur approhée de alpha à ',e,' près est ',u) ;END.Pour les urieux, on obtient α ≃ −1.373. 3



Exerie 4 (d'après ESCL 2001) (***)1. (a) La fontion f est C∞ sur R
∗

+ omme quotient de fontions usuelles, et de plus on sait que
lim
x→0

ex − 1

x
= 1, don lim

x→0

x

ex − 1
= 1. La fontion est don également ontinue en 0, donsur R+ tout entier.(b) Pour le aratère C1, f la question préédente. De plus, f ′(x) =

ex − 1 − xex

(ex − 1)2
.() En utilisant le résultat donné par l'énoné, ex − 1−xex = 1+ x+

x2

2
− 1−x−x2 − o(x2)(pour xex, on a multiplié le développement limité préédent par x, en supprimant le terme

x3

2
qui est un o(x2)), soit ex − 1 − x2 = −x2

2
+ o(x2) ∼

0
−x2

2
. on a don f ′(x) ∼

0
−1

2
,'est-à-dire que lim

x→0
f ′(x) = −1

2
.(d) En appliquant le théorème de prolongement C1, on peut en déduire que f est dérivableen 0, et que f ′(0) = −1

2
. La fontion f est don C1 sur R+ tout entier.(e) Ca, on peut le faire sans problème ; f ′(x) =

ex − 1 − xex

e2x − 2ex + 1
∼

+∞

−xex

e2x
∼ − x

ex
, don parroissane omparée, lim

x→+∞

f ′(x) = 0−.2. (a) On a déjà prouvé le aratère C2, et de plus f ′ = u × 1

v2
, ave u(x) = ex − 1 − xexet v(x) = ex − 1. En dérivant f ′ omme un produit, on a don f ′′ =

u′

v2
− 2uv′

v3
,soit f ′′(x) =

ex − ex − xex

(ex − 1)2
− 2(ex − 1 − xex)ex

(ex − 1)3
=

−xex(ex − 1) − 2ex(ex − 1 − xex)

(ex − 1)3
=

ex(−xex + x − 2ex + 2 + 2xex)

(ex − 1)3
=

ex(xex − 2ex + x + 2)

(ex − 1)3
.(b) La fontion g est C2 sur R+, et g′(x) = ex + xex − 2ex + 1 = xex − ex + 1 ; g′′(x) =

ex + xex − ex = xex, don g′′ ≥ 0 sur R+, d'où le tableau de variations suivant :
x 0 +∞

g′′(x) +

g′(x)

0

��
�

�

+∞

g′(x) +

g(x)

0

��
�

�

+∞

La fontion g est don positive sur R+. Comme les autres fateurs intervenant dans f ′′sont aussi positifs (sur R+, ex ≥ 1, don (ex −1)3 ≥ 0), la fontion f ′′ est positive sur R+.() D'après la question préédente, la fontion f ′ est roissante, omme elle tend vers 0− en
+∞, elle est don négative sur R+, et f est don déroissante. De plus, f(x) ∼

+∞

x

ex
, don

lim
x→+∞

f(x) = 0.
4



x 0 +∞

f(x)

1

@
@

@R
0(d) L'allure de la ourbe est la suivante :

0 1 2 3 4 5 6

0

1

3. (a) Il su�t de reprendre le tableau de variations de f ′ pour onstater que ∀x ≥ 0, 0 ≥ f ′(x) ≥
f ′(0) = −1

2
, don |f ′(x)| ≤ 1

2
, et que 0 ≤ f(x) ≤ f(0) = 1.(b) L'équation donne x = x(ex − 1), soit x(ex − 2) = 0, don ex = 2 (puisque x = 0 n'est pasun point �xe), et le seul point �xe de f est don x = ln 2.() En utilisant les résultats des deux questions préédentes, on peut appliquer l'IAF à f sur

R+ et obtenir que, ∀(x, y) ≥ 0, |f(x) − f(y)| ≤ 1

2
|x − y|. On peut prendre y = ln 2 et

x = un ar un est toujours positif ('est vrai pour u0, et un+1 = f(un) est positif ar fne prend que des valeurs positives), don, omme f(un) = un+1 et f(ln 2) = ln 2, on a
|un+1 − ln 2| ≤ 1

2
|un − ln 2|.(d) Montrons par réurrene que ∀n ∈ N, |un − ln 2| ≤ 1

2n
. C'est vrai pour u0 ar ln 2 ≤ 1, eten supposant le résultat vrai pour un, on a |un+1−ln 2| ≤ 1

2
|un−ln 2| ≤ 1

2
× 1

2n
≤ 1

2n+1
, equi prouve l'hérédité. Comme lim

n→+∞

1

2n
= 0, on en déduit par le théorème des gendarmesque lim

n→+∞

|un − ln 2| = 0, don lim
n→+∞

un = ln 2.Exerie 5 (***)Commençons par étudier la fontion f : elle est C∞, impaire, et f ′(x) =
(3x2 + 3)(3x2 + 1) − 6x(x3 + 3x)

(3x2 + 1)2
=

3x4 − 6x2 + 3

(3x2 + 1)2
=

3(x2 − 1)2

(3x2 + 1)2
. La fontion f est don stritement roissante sur R. Cherhons sespoints �xes : f(x) = x se ramène, en simpli�ant par x (et en notant au passage que 0 est un point�xe), à x2 + 3

3x2 + 1
= 1, soit x2 + 3 = 3x2 + 1, don 2x2 = 2, e qui se produit pour x = 1 et x = −1.Il y a don trois points �xes : x = −1, x = 0 et x = 1. Chaun des quatre intervalles ] − ∞;−1] ;

[−1; 0] ; [0; 1] et [1;+∞[ est don stable par f . De plus, la ourbe représentative de la fontion f estsituée au-dessus de la droite d'équation y = x sur ] −∞;−1] et sur [0; 1], et en-dessous sur les deuxautres intervalles.On peut alors deviner le omportement de (un) selon les valeurs de u0 :5



• si u0 < −1, la suite sera roissante, majorée par −1, don onvergera. Le seul point �xe del'intervalle étant −1, on aura lim
n→+∞

un = −1.
• si u0 = −1, la suite est onstante égale à −1.
• si −1 < u0 < 0, la suite sera déroissante, minorée par −1, et onvergera néessairement vers

−1.
• si u0 = 0, la suite est nulle.
• si 0 < u0 < 1, la suite sera roissante, majorée par 1, et onvergera vers 1.
• si u0 = 1, la suite est onstante égale à 1.
• si u0 > 1, la suite est déroissante, minorée par 1, elle onverge vers 1.Prouvons par exemple la onvergene dans le as où u0 ∈]0; 1[ (les autres sont très similaires).La fontion f étant stritement roissante sur ]0; 1[, on a ∀x ∈]0; 1[, f(x) ∈]f(0); f(1)[=]0; 1[. Uneréurrene élémentaire permet alors de prouver que tous les termes de la suite sont dans l'intervalle

]0; 1[ : 'est vrai pour u0 par hypothèse, et si un ∈]0; 1[, f(un) ∈]0; 1[, soit un+1 ∈]0; 1[, e qui ahèvela réurrene.Par ailleurs, on a f(x) = x
x2 + 3

3x2 + 1
. Quand 0 < x < 1, 0 < x2 < 1, don 0 < 2x2 < 2 puis enajoutant x2 + 1 de haque �té, 3x2 + 1 < x2 + 3. Tous es nombres étant par ailleurs positifs, ona alors x2 + 3

3x2 + 1
> 1, d'où f(x) > x. On en déduit que un+1 − un = f(un) − un > 0, don la suite

(un) est stritement roissante. Étant majorée par 1, elle onverge vers un point �xe de la fontion.Sa limite appartient par ailleurs à l'intervalle [0; 1], don ne peut être égale qu'à 0 ou 1. On peutexlure 0 ar, la suite étant roissante, un ≥ u0, don la limite de la suite est supérieure ou égale à
u0 et ne peut don être nulle. Conlusion : lim

n→+∞

un = 1.Remarque : ii, appliquer l'IAF est assez peu intéressant...
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