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Exercice 1 (**)

1
Soit (uy) la suite définie par ug = 1 et Vn € N, up11 = up + 1(2 —u?).

1 B
1. On note f la fonction définie par f(z) = 2+ Z(2—m2). Etudier les variations de f et déterminer

ses points fixes.

1
2. Montrer que Vz € [1;2], | f'(z)| < 5 et que f([1;2]) C [1;2].
1
3. En déduire que ¥n € N, u,, € [1;2], et que |upi1 — V2| < ilun —2|.

1
4. Prouver par récurrence que Vn € N, |u, — /2| < o0 et en déduire la limite de la suite (uy,).

5. A partir de quel rang a-t-on |u, — \/§| < 10797

Exercice 2 (**)

x
On considére la fonction f définie sur ]0; %[U]%, +oo[ par f(z) = Tl
nx
1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. La fonction prolongée est-elle dérivable en

07
2. Etudiez les variations de f et tracer I’allure de sa courbe représentative.
3. Déterminer les points fixes de f.

4. On définit une suite (x,) par zg =2 et Vn € N, 2,41 = f(zn).

(a) Etudiez sur R, la fonction g : x — en déduire que Vz €]1; 400, 0 < f/(x) <

AN

_r
(x +1)%
) 1 ) 1
(b) En déduire que Vn € N, |z,4+1 — 1] < Z\xn — 1, puis que |z, — 1] < o
(c) En déduire la limite de la suite (x,).

Exercice 3 (**)

x
-3
Soit f la fonction définie sur R_ par f(z) = ¢ 5 - Le but de l'exercice est de calculer une

valeur approchée de la solution de I’équation e* = 3 + 2x.

1. Montrer que cette équation admet une unique solution négative, que l'on notera «, et que
fla) =a.

2. Montrer que | — 00; 0] est un intervalle stable par la fonction f.

1
3. Prouver que, Vx €] — o0; 0], |f/(z)| < 5



4. On définit désormais une suite (uy) par up = —1 et ¥n € N, up41 = f(u,). Montrer que,
Vn €N, u, <O0.
1
5. Prouver que Vn € N, |up41 — ] < §|un —al.
1
6. En déduire que Vn € N, |u,, — a| < o0
7. Montrer que la suite (u,) converge vers a.

8. Ecrire un programme Pascal déterminant une valeur approchée de a & € prés, oul € est un réel
positif choisi par I'utilisateur.

Exercice 4 (d’aprés ESCL 2001) (*¥**)

On considére Papplication f définie sur Ry par f(z) = mm . siz>0,et f(0)=0.
e —

1. (a) Montrer que f est continue sur R.

(b) Montrer que f est de classe C! sur ]0; +oo|, et calculer sa dérivée sur cet intervalle.
2
En admettant que e* = 1+x+ % + o(z), étudier la limite de f’ quand x tend vers 0.

€Tr—>
En déduire que f est en fait C! sur R,.

Déterminer lim f/(z).
T——+00

Montrer que f est de classe C2 sur ]0; +o0[ et que

= ———(ve" —2e" + 7 +2)

(b) Etudier les variations de la fonction g définie sur R, par g(z) = ze® — 2¢* + 2 + 2. En
déduire le signe de f”.

(c¢) En déduire le sens de variation de f, préciser sa limite en 400, et dresser son tableau de
variations.

(d) Tracer une allure de la courbe représentative de f.

3. On définit la suite (uy,) par ug =0 et Vn € N, up11 = f(up).
(a) Montrer que Vo € R, |f'(z)| < % et 0 < f(x) <1.
(b) Résoudre I'équation f(x) = x.

(c¢) Montrer que Vn € N, |up41 —In2| < %|un —In2|.

)

(d) En déduire que (uy) converge et préciser sa limite.

Exercice 5 (***)

23+ 3z

3z2+1°
Déterminer la nature de la suite (uy,,) en distinguant éventuellement plusieurs cas selon la valeur de
uo.

On considére une suite (uy,,) définie par ug > 0 et Vn € N, u, 11 = f(uy), avec f: x —



