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Exercice 1 (*)

Déterminer parmi les ensembles suivants lesquels sont des sous-espaces vectoriels de R? : A =

{y) |z <yl; B={(xy) |2y =0};C={(z,y) |z =y}; D={y) |z+y = 1};
E ={(z,y) | 22 — 6y = 0}.

Exercice 2 (**)

On se place dans 'ensemble E des fonctions de classe C*° de R dans R. Parmi les ensembles
suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de E'?7
e fonctions paires.
fonctions admettant un minimum global.
fonctions vérifiant Vo € R, f(27) = f(x)%.
fonctions admettant une tangente horizontale en x = 5.
fonctions vérifiant Vo € R, f”(z) = 3f'(z) — 2f(x).
fonctions admettant une branche parabolique de direction (Oy) en +o0.

Exercice 3 (*)
On considére dans R3 les ensembles F' = {(z,y, z) | z+y—2 = 0} et G = {(a—b, a+b,a—3b) | a,b €

R2}. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R? et déterminer leur intersection.

Exercice 4 (*)

Dans un espace vectoriel F/, on considére trois vecteurs x1, xo et x3 et on définit y1 = x1 4+ 9 +x3,
Yo = 1 + 2 et y3 = 221 + 9 — x3. Montrer que x1, 2 et x3 sont des combinaisons linéaires de y1,
y2 et y3. En déduire que Vect(z1, x2,x3) = Vect(y1, y2,ys)-

Exercice 5 (**)

Donner une base de chacun des sous-ensembles suivants de R* : F = {(z,y,2,t) | 2 +y — 22 =
20 —3y+ 2 = —4dx+2=0}; G = {(a—2b+c,2a—3b4a + 2¢,2a +b—c) | a,b,c € R3};
H=A{(z,y,z,t) |z+y—z2=20—y+t=o—2y—z+t=0}

Exercice 6 (**)

Montrer que la famille ((0,1,1), (2,0, —1),(2,1,1)) est une base de R? et donner les coordonnées
de (4,—1,1) et de (1,0,0) dans cette base. Mémes questions avec la famille ((3, —1,1), (2,0,0), (1, —2,4)).



Exercice 7(*)

On se place dans un espace vectoriel de dimension 3 dont une base est (e1,es,e3). La famille
(e1 + €2, €2 + €3,e3 + e1) est-elle une base de E'? Et la famille (e1,e; + e2,e1 +e2 +€3)7

Exercice 8 (***)

1 -1 2

Onnote A=| —2 1 3 | et E=R3 dont on notera les vecteurs en colonne et non en ligne
-1 0 5

pour une fois.

1. On note FF ={X € E | AX = 0}. Montrer que F est un espace vectoriel.

2. En donner une base.

3. Onnote G={Y € £ | AX =Y admet au moins une solution}. Montrer que G est un espace

vectoriel.
4. Montrer qu’on peut écrire G comme ensemble des solutions d’un systéme linéaire.

5. Trouver une base de G.

Exercice 9 (***)

On considére les fonctions eg, e, e3 et ey définies sur R™* par e1(z) = z, es(z) = 22, e3(z) = xlnz
et eq(r) = 22 Inx. On note E l'espace vectoriel engendré par ces quatre fonctions.

1. On suppose dans cette question que a, b, ¢ et d sont 4 réels tels que Vo € RT*, az + bx? +

cxlnz + dz?Inz = 0. Montrer que a 4+ b = 0.

b
2. Etablir que Vx > 1, e 4+ —+ € + d = 0. En déduire que d = 0.
zlnz Inx =z

1
3. Etablir ensuite que Vo € RT*, 4 +b+ cE = 0. En déduire que b = 0.
x T

4. Montrer finalement que a =b=c=d = 0.
5. En déduire que (eg, ez, €3, e4) est une famille libre, puis que c’est une base de E.

Exercice 10 (***)

1 0 0O 00 01
1, . ) L 0100 | , 1 0 00
On considére les matrices suivantes de My(R) : I = 001 0| J = 0100 |
0 0 0 1 0010
01 00 0 01 0
0 01 0 0 0 0 1 , . sa
K = 000 1 et L = 1000 | On note E l'ensemble des matrices M s’écrivant
1 0 00 01 00

sous la forme M = al + bJ + cK + dL, avec a, b, ¢, d € R,
1. Montrer que E est un espace vectoriel.
Montrer que la famille (I, J, K, L) est libre.
Donner la dimension de E.
Montrer, en les calculant explicitement, que J2, K2, L?, J3 et L3 appartiennent a E.

Ot = W N

En déduire, sans aucun calcul matriciel, que JK, KJ, KL, LK, JL et LJ appartiennent aussi
akb.

6. Etablir enfin que le produit de deux matrices de E est encore une matrice de FE.



