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• La fon
tion f1 est dé�nie et dérivable sur ]0;+∞[, de dérivée f ′

1(x) = ln x + x × 1

x
− 1 = ln x.De plus, on peut prolonger f1 par 
ontinuité en 0 en posant f1(0) = 0, puisque lim

x→0
f1(x) = 0.Comme f1 est 
ontinue sur R+, C1 sur R

∗
+, et que lim

x→0
f ′
1(x) = −∞, le théorème du prolonge-ment C1 permet d'a�rmer que la 
ourbe admet une tangente verti
ale en 0.

• La fon
tion f2 est dé�nie sur ]−∞;−1] et a priori dérivable sur ]−∞;−1[, et f ′
2(x) =

√
1 − x−

x

2
√

1 − x
=

2(1 − x) − x

2
√

1 − x
=

2 − 3x

2
√

1 − x
. Comme f2 est C1 sur ] − ∞;−1[ et lim

x→1
f ′
2(x) = −∞,d'après le théorème de prolongement C1, il y aura une tangente verti
ale en 1.

• Comme f3(x) = ex ln x, la fon
tion f3 est dé�nie et dérivable sur R
∗
+, et f ′

3(x) = (ln x +
1)ex ln x. La fon
tion est par ailleurs prolongeable par 
ontinuité en posant f3(0) = 1 (puisque
lim
x→0

x ln x = 0). Elle est C1 sur ]0;+∞[ et lim
x→0

f ′
3(x) = −∞, don
 il y aura une tangente verti
aleen 0 (théorème de prolongement C1).

• La fon
tion f4 est dé�nie sur R+ et dérivable a priori sur R
∗
+, et f ′

4(x) =

(

6x +
1√
2x

)

e3x2+
√

2x.Cette dérivée étant 
ontinue sur ]0;+∞[ et ayant pour limite +∞ en 0, il y aura (en
ore unefois, et toujours d'après le théorème de prolongement C1) une tangente verti
ale en 0.
• La fon
tion f5 est dérivable partout où elle est dé�nie (i
i, le domaine de dé�nition est di�
ile àdéterminer) et f ′

5(x) =
(4x3 − 6x + 5)(2x3 + x2 − 4x + 7) − (6x2 + 2x − 4)(x4 − 3x2 + 5x − 1)

(2x3 + x2 − 4x + 7)2
=

2x6 + 2x5 − 6x4 + 8x3 + 7x2 − 40x + 31

(2x3 + x2 − 4x + 7)2
(intéressant, non ?).

• La fon
tion f6 est dé�nie et dérivable sur R
∗
+, et f ′

6(x) =
3
2

√
x(ex − 1) − x

√
xex

(ex − 1)2
. Comme

ex − 1 ∼
0

x (limite 
lassique), on peut a�rmer que f(x) ∼
0

√
x, don
 f6 est prolongeable par
ontinuité en posant f(0) = 0. De même, on a f ′(x) =

3
√

x

2(ex − 1)
− x

√
xex

(ex − 1)2
=

3

2
√

x
− ex

√
x

+

o

(

1√
x

)

∼ 1

2
√

x
(quand on se rappro
he de 0, ex est équivalent à 1). Tout 
ela tend vers +∞en 0, il y aura don
 une tangente verti
ale (en
ore et toujours le théorème du prolongement

C1). Les plus 
urieux d'entre vous noteront que le fait que f(x) soit équivalent à √
x devraitsu�re à deviner qu'il y aura une tangente verti
ale en 0 (puisque 
'est le 
as pour la ra
ine
arrée).

• La fon
tion f7 est dé�nie et a priori dérivable sur R
∗
+ , et f ′

7(x) =
(2x + ln x + 1)(x + 1) − x2 − x ln x

(x + 1)2
=

x2 + 3x + ln x + 1

(x + 1)2
. La fon
tion f7 est une fois de plus prolongeable par 
ontinuité en 0 en po-1



sant f(0) = 0 (puisque le numérateur tend vers 0 et le dénominateur vers 1). Quant à ladérivée, elle a pour limite −∞ en 0 (même pas de forme indéterminée), on va don
 pouvoir
on
lure à la tangente verti
ale en 0 grâ
e au théorème de prolongement C1.
• On a f8(x) = e(4x2−1) ln 3. La fon
tion f8 est dé�nie et dérivable sur R, et f ′

8(x) = (8x ln 3)34x2−1.En�n une fon
tion où il n'y a rien à prolonger !
• La fon
tion f9 est dé�nie et dérivable sur R∗ et f ′

9(x) =

(

1 − 1

x2

)

ex+ 1

x . On a i
i une petite
uriosité : lim
x→0−

f9(x) = 0 et lim
x→0+

f9(x) = +∞, don
 f9 est prolongeable par � 
ontinuité àgau
he � en 0. Comme f ′
9 est 
ontinue sur ] − ∞; 0[ et que lim

x→0−
f ′
9(x) = 0 (par 
roissan
e
omparée, ex+ 1

x étant équivalent à e
1

x ), le théorème de prolongement C1 permet d'a�rmer quela 
ourbe admet une demi-tangente horizontale à gau
he en 0.
• La fon
tion f10 est dé�nie et dérivable sur R

∗, et f ′
10(x) = 2x ln

(

1 +
1

x2

)

+ x2 × −2

x3

1

1 + 1
x2

=

2x ln

(

1 +
1

x2

)

− 2x

(x2 + 1)
. De plus, f(x) ∼

0
x2 ln

(

1

x2

), qui a pour limite 0 en 0 par 
roissan
e
omparée. De même, le premier mor
eau dans la dérivée tend vers 0 (et le deuxième aussi,naturellement) et f ′
10 est 
ontinue sur R

∗, don
 le théorème de prolongement C1 nous permetd'a�rmer que f10 est prolongeable en une fon
tion C1 sur R, de dérivée nulle en 0 (où on auradon
 une tangente horizontale).
• La fon
tion f11 est dé�nie sur R et a priori dérivable sur R

∗. Si x > 0, f11(x) = x2 − x, donx
f ′
11(x) = 2x − 1 ; si x < 0, f11(x) = x2 + x et f ′

11(x) = x2 + 1. La fon
tion f11 est dérivableà gau
he et à droite en 0, mais f ′
g(0) = 1 et f ′

d(0) = −1, don
 elle admet seulement deuxdemi-tangentes de pentes distin
tes en 0.
• Une fois prolongée, f12 est dé�nie sur [0;+∞[ et a priori dérivable sur ]0;+∞[, de dérivée

f ′
12(x) = 2x ln x + x. Comme lim

x→0
f ′
12(x) = 0 et que f ′

12 est bien entendu 
ontinue sur R
∗
+, lafon
tion f12 est en fait dérivable sur R, ave
 une tangente horizontale en 0.Exer
i
e 2 (** à ***)Étude de la fon
tion fLa fon
tion f est dé�nie si x + 1 > 0 don
 Df =] − 1;+∞[. Comme lim

x→0

√
x ln x = 0 (par
roissan
e 
omparée), lim

x→−1
f(x) = 0. La fon
tion f est don
 prolongeable par 
ontinuité en −1 enposant f(−1) = 0.On a bien sûr lim

x→+∞
f(x) = +∞, et f(x)

x
=

√
x + 1 ln(x + 1)

x
=

√
X ln X

X − 1
∼

+∞

ln X√
X

en posant
X = x + 1, don
 lim

x→+∞

f(x)

x
= 0, et la 
ourbe représentative de f admet en +∞ une bran
heparabolique de dire
tion (Ox).La fon
tion f est dérivable sur ]−1;+∞[, de dérivée f ′(x) =

ln(x + 1)

2
√

x + 1
+

√
x + 1

x + 1
=

ln(x + 1) + 2

2
√

x + 1
.Cette dérivée s'annule quand ln(x + 1) = −2, don
 quand x + 1 =

1

e2
, soit x =

1

e2
− 1. De plus,
omme f ′ est 
ontinue sur ]− 1;+∞[ et que que lim

x→−1
f ′(x) = −∞ (pas de forme indéterminée i
i, lenumérateur tend vers −∞ et le dénominateur vers 0), en appliquant le théorème du prolongement

C1, on obtient une tangente verti
ale à la 
ourbe en −1. En�n, f

(

1

e2
− 1

)

=
√

e−2 ln e−2 =
−2

e
,d'où le tableau de variations suivant pour f : 2



x −1
1

e2
− 1 +∞

f ′(x) − 0 +

f(x) 0
HHHj −2

e

��
�

�

+∞

La 
ourbe représentative de f a l'allure suivante :

0 1 2 3−1

0

1

2

3

−1Étude de la fon
tion gLa fon
tion g est dé�nie si x2 − 1 ≥ 0, don
 Dg =] −∞;−1] ∪ [1;+∞[.On obtient sans di�
ulté lim
x→+∞

g(x) = +∞. Ensuite, g(x)

x
= 1 +

√
x2 − 1

x
= 1 +

√

x2(1 − 1
x2 )

x
.Si x ≥ 1, on a don
 g(x)

x
= 1 +

√

1 − 1

x2
, dont la limite vaut 2 en +∞. Il reste don
 à 
al
uler

g(x) − 2x = x

(

√

1 − 1

x2
− 1

)

=
x
(

1 − 1
x2 − 1

)

√

1 − 1
x2 + 1

= − 1

x
(
√

1 − 1
x2 + 1

) . Ce dernier quotient tendvers 0 en +∞, il y a don
 une asymptote oblique d'équation y = 2x. C'est plus rapide en −∞ :
g(x) =

x2 − (x2 − 1)

x +
√

x2 − 1
=

1

x +
√

x2 − 1
, quotient qui tend vers 0 en −∞. L'axe des abs
isses est don
asymptote à la 
ourbe en −∞.La fon
tion g est a priori dérivable sur ]−∞;−1[ et sur ]1;+∞[, de dérivée g′(x) = 1+

2x

2
√

x2 − 1
=

1 +
x√

x2 − 1
. Cette dérivée est manifestement positive sur ]1;+∞[. De plus, on a ∀x < −1, x2 ≥

x2−1 ≥ 0, don
 −x ≥
√

x2 − 1 ≥ 0, d'où x√
x2 − 1

≤ −1. On en déduit que g′(x) < 0 sur ]−∞;−1[.En�n, on 
onstate que les limites de g′ en −1 et en 1 sont respe
tivement égales à −∞ et à +∞,d'où l'existen
e de deux tangentes verti
ales en 
es points via le théorème de prolongement C1.Finalement, on a le tableau de variations suivant :3



x −∞ −1 1 +∞
f ′(x) − −∞ +∞ +

f(x) 0
HHHj −1

1

�*��

+∞

La 
ourbe qui va ave
, ave
 tangente et asymptote (ou plut�t demi-asymptote pour ne passur
harger le graphique) en noir :
0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

2

3

4

−1Étude de la fon
tion hLa fon
tion h est dé�nie si e2x − ex + 1 > 0. Posons don
 P (X) = X2 − X + 1. Ce polyn�me apour dis
riminant ∆ = 1 − 4 = −3, il est don
 toujours positif. Con
lusion : Dh = R.Comme lim
x→−∞

e2x − ex +1 = 1, on a lim
x→−∞

h(x) = 0, d'où l'existen
e d'une asymptote horizontaleen −∞. De l'autre 
�té, lim
x→−∞

e2x − ex + 1 = +∞, don
 lim
x→+∞

h(x) = +∞. De plus, h(x)

x
=

ln(e2x(1 − e−x + e−2x))

x
=

2x + ln(1 − e−x + e−2x)

x
= 2 +

ln(1 − e−x + e−2x)

x
. Le quotient tendantvers 0 (son numérateur tend déjà vers 0), on a lim

x→+∞

h(x)

x
= 2. En�n, en réutilisant le 
al
ul pré
édent

h(x) − 2x = ln(1 − e−x + e−2x) tend vers 0, don
 il y a en +∞ une asymptote oblique d'équation
y = 2x.La fon
tion h est dérivable sur R, de dérivée h′(x) =

2e2x − ex

e2x − ex + 1
=

ex(2ex − 1)

e2x − ex + 1
. Tout est positif(
f 
al
ul du domaine de dé�nition pour le dénominateur) sauf 2ex − 1 qui 
hange de signe quand

ex =
1

2
, don
 quand x = − ln 2. Comme h(− ln 2) = ln(e−2 ln 2−e− ln 2 +1) = ln

(

1

4
− 1

2
+ 1

)

= ln
3

4
,on obtient le tableau de variations suivant :

x −∞ − ln(2) +∞
f ′(x) − 0 +

f(x) 0
HHHj ln 3

4

��
�

�

+∞

Et la 
ourbe, bien entendu : 4



0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

2

3

4

−1Étude de la fon
tion iLa fon
tion i est dé�nie quand 2x2 − 5x − 3 6= 0. Ce trin�me a pour dis
riminant ∆ = 25 +

24 = 49, et admet pour ra
ines x1 =
5 − 7

4
= −1

2
et x2 =

5 + 7

4
= 3, don
 Df =

]

−∞;−1

2

[

∪
]

−1

2
; 3

[

∪]3;+∞[.Un léger a

ès de paresse nous pousse à ne pas déterminer le signe de toutes les limites en −1

2et en 3 : bornons-nous à 
onstater que le dénominateur tend vers 0 et le numérateur respe
tivementvers 11

4
et 1, don
 il y a des limites in�nies en −1

2

−, −1

2

+, 3− et 3+. Nous obtiendrons leur signe àl'aide des variations de i. Pour les bran
hes in�nies, pour une fois 
'est rapide : i(x) ∼
±∞

x2

2x2
=

1

2
. Ily a don
 une asymptote horizontale en −∞ et en +∞.Ne reste plus qu'à avoir le 
ourage de 
al
uler la dérivée (dé�nie sur le même ensemble que i) :

i′(x) =
(2x − 3)(2x2 − 5x − 3) − (4x − 5)(x2 − 3x + 1)

2x2 − 5x − 3)2

=
4x3 − 10x2 − 6x − 6x2 + 15x + 9 − 4x3 + 12x2 − 4x + 5x2 − 15x + 5

(2x2 − 5x − 3)2
=

x2 − 10x + 14

(2x2 − 5x − 3)2
. Le nu-mérateur a pour dis
riminant ∆ = 100−56 = 44, et admet deux ra
ines x3 =

10 −
√

44

2
= 5−

√
11 et

x4 = 5+
√

11. Il faut bien sûr pour a
hever le tableau de variations 
al
uler les valeurs de i en x3 et x4 :
i(x3) =

(5 −
√

11)2 − 3(5 −
√

11) + 1

2(5 −
√

11)2 − 5(5 −
√

11) − 3
=

36 − 10
√

11 − 15 + 3
√

11 + 1

72 − 20
√

11 − 25 + 5
√

11 − 3
=

22 − 7
√

11

44 − 15
√

11
≃ 0.21 ; etde même i(x4) =

(5 +
√

11)2 − 3(5 +
√

11) + 1

2(5 +
√

11)2 − 5(5 +
√

11) − 3
=

36 + 10
√

11 − 15 − 3
√

11 + 1

72 + 20
√

11 − 25 − 5
√

11 − 3
=

22 + 7
√

11

44 + 15
√

11
≃

0.48. Cela don
 un tableau du genre :
x −∞ −1

2
x3 3 x4 +∞

f ′(x) − − 0 + + 0 −

f(x)
1

2 HHHj−∞

+∞HHHj
i(x3)

�*��

+∞

−∞

��
�

�

i(x4)HHHj 1

2Et la 
ourbe, bien entendu (le minimum lo
al en x4 est peu visible 
ar très très pro
he del'asymptote, 
e dont on pouvait se douter d'ailleurs au vu de sa valeur) :5



0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12−1−2−3−4

0

1

2

3

4

−1

−2

−3Étude de la fon
tion kÉ
rivons plut�t k(x) = e
ln x

x . La fon
tion k est dé�nie sur R
∗
+. Comme de plus lim

x→0+

ln x

x
= −∞(non, il n'y a pas de forme indéterminée), on a lim

x→0+
k(x) = 0 et on peut prolonger k par 
ontinuitéen posant k(0) = 0.Comme lim

x→+∞

ln x

x
= 0 (
roissan
e 
omparée), lim

x→+∞
k(x) = 1, d'où la présen
e d'une asymptotehorizontale en +∞.La fon
tion k est dérivable sur R

∗
+, de dérivée k′(x) =

1 − ln x

x2
e

ln x

x . Cette dérivée s'annule lorsque
ln x = 1, 
'est-à-dire pour x = e, valeur où k admet pour maximum e

1

e ∼ 1.44. Ne reste qu'à essayerde 
al
uler la limite de k′ en 0, 
e qui n'est pas évident : k′(x) ∼ − ln x

x2
e

ln x

x − 1

ln x

(

ln x

x

)2

e
ln x

x .Comme ln x

x
tend vers −∞ quand x tend vers 0, on a par 
roissan
e 
omparée lim

x→0

(

ln x

x

)2

e
ln x

x = 0et lim
x→0

k′(x) = 0. En appliquant le théorème de prolongement C1, k est dérivable en 0, et la 
ourbey admet une tangente horizontale. Le tableau de variations :
x 0 e +∞

f ′(x) 0 + 0 −

f(x)

0

��
�

�

e
1

e

HHHj 1Et une fois de plus, la 
ourbe :
0 1 2 3 4 5

0

1

2

6



Étude de la fon
tion lLa fon
tion l est dé�nie sur R\{−1; 1}.En +∞, la limite de l 
omme 
elle de l(x)

x
sont égales à +∞ par 
roissan
e 
omparée, il y a don
de 
e 
�té une bran
he parabolique de dire
tion (Oy). En −∞, toujours par 
roissan
e 
omparée, ltend vers 0, l'axe des abs
isses est asymptote horizontale. En�n, le numérateur de l étant toujoursstri
tement positif, on obtient lim

x→−1−
l(x) = lim

x→1+
l(x) = +∞ et lim

x→−1+
l(x) = lim

x→1−
l(x) = −∞.La fon
tion l est dérivable sur son ensemble de dé�nition, et l′(x) =

2e2x(x2 − 1) − 2xe2x

(x2 − 1)2
=

2e2x(x2 − x − 1)

(x2 − 1)2
. Le trin�me au numérateur a pour dis
riminant ∆ = 1 + 4 = 5, et admet pourra
ines x1 =

1 −
√

5

2
et x2 =

1 +
√

5

2
. On 
al
ule péniblement l(x1) =

4e1−
√

5

2 − 2
√

5
≃ −0.47 et l(x2) =

4e1+
√

5

2 + 2
√

5
≃ 15.7. Voila le dernier tableau da variations de l'exer
i
e :

x −∞ −1 x1 1 x2 +∞
f ′(x) + + 0 − − 0 +

f(x) 0

�*��

+∞

−∞
�*��

l(x1)HHHj−∞

+∞HHHj
l(x2)

�*��

+∞

Et la dernière 
ourbe (ouf !) :

0 1 2 3 4−1−2−3

0

5

10

15

20

−5Exer
i
e 3 (*)On notera pour 
haque fon
tion Tf,a(x) l'équation de la tangente à la 
ourbe de la fon
tion f aupoint d'as
isse a. 7



La fon
tion f est dérivable sur R, de dérivée f ′(x) = 6x2 − 10x + 4. On a don
 Tf,0(x) = 4x− 1 ;
Tf,1(x) = 0(x − 1) + 0 = 0 ; Tf,−2(x) = 48(x + 2) − 45 = 48x + 51 ; et Tf,

√
3(x) = (22 − 10

√
3)(x −√

3) + 10
√

3 − 16 = (22 − 10
√

3)x − 12
√

3 − 6.La fon
tion g est dérivable sur ]1

2
;+∞

[, de dérivée g′(x) =
2

2x − 1
. Les dérivées en 0 et en −2n'existent don
 pas. Par 
ontre Tg,1(x) = 2(x − 1) + 0 = 2x − 2 ; et Tg,
√

3(x) =
2

2
√

3 − 1
(x −

√
3) +

ln(2
√

3 − 1) =
4
√

3 − 2

11
(x −

√
3) + ln(2

√
3 − 1) =

4
√

3 − 2

11
x +

2
√

3 − 12

11
+ ln(2

√
3 − 1).La fon
tion h est dérivable sur R\{5}, de dérivée h′(x) =

4x(x − 5) − (2x2 + 1)

(x − 5)2
=

2x2 − 20x − 1

(x − 5)2
.On a don
 Th,0(x) =

1

25
x− 1

5
; Th,1(x) = −19

16
(x− 1)− 3

4
= −19

16
x +

5

8
; Th,−2(x) =

47

49
(x + 2)− 9

7
=

47

49
x − 16

49
; et Th,

√
3(x) =

5 − 20
√

3

28 − 10
√

3
(x −

√
3) +

7√
3 − 5

=
−460 − 510

√
3

484
(x −

√
3) − 7

√
3 + 35

22
=

(

−115

121
− 255

√
3

242

)

x +
190

121
+

153

242

√
3.La fon
tion k est dérivable sur R, de dérivée k′(x) = (6x−2)e3x2−2x+1, don
 Tk,0(x) = −2ex+e ;

Tk,1(x) = 4e2(x − 1) + e2 = 4e2x − 3e2 ; Tk,−2(x) = −14e17(x + 2) + e17 = −14e17x − 27e17 ; en�n,
Tk,

√
3(x) = (6

√
3 − 2)e10−2

√
3(x −

√
3) + e10−2

√
3 = (6

√
3 − 2)e10−2

√
3x + (−17 + 4

√
3)e10−2

√
3.Exer
i
e 4 (**)1. La fon
tion f est dérivable sur R, de dérivée f ′(x) = 30x4−60x3 +30x2 = 30x2(x2−2x+1) =

30x2(x − 1)2. La fon
tion f est don
 stri
tement 
roissante sur R, don
 bije
tive. Comme deplus lim
x→−∞

f(x) = −∞ et lim
x→+∞

f(x) = +∞, la fon
tion est bije
tive de R dans R.2. D'après le théorème de la bije
tion, la fon
tion g a même sens de variation que f , elle est don
stri
tement 
roissante sur R.3. La fon
tion g n'est pas dérivable en y si f ′(f−1(y)) = 0. Comme f ′ s'annule en 0 et en 1, etque f(0) = 1 et f(1) = 2, g est dérivable partout sauf en 1 et en 2.4. Les tangentes sont en noir épais, et l'axe de symétrie y = x en moins épais, la 
ourbe de f enrouge et 
elle de g en bleu :

0 1 2 3−1

0

1

2

3

−1
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Exer
i
e 5 (**)1. La fon
tion f est dérivable sur R
∗
+ et f ′(x) = ln x+1. La dérivée est don
 positive si ln x ≥ −1,
'est-à-dire si x ≥ 1

e
. On a don
 le tableau de variations suivant, ave
 f

(

1

e

)

=
1

e
×(−1) = −1

e
.

x 0
1

e
+∞

f(x)

0

@
@

@R−1

e

��
�

�

+∞

2. Comme de plus lim
x→0

f(x) = 0 et lim
x→+∞

f(x) = +∞, la fon
tion f est bije
tive de [1
e
; +∞[ sur

[−1
e
; +∞[.3. La fon
tion f−1 est dé�nie et 
ontinue sur [−1

e
; +∞[, mais dérivable seulement sur ]− 1

e
; +∞[,puisque f ′ s'annule en 1

e
.4. Commençons par 
onstater que f(1) = 0, don
 f−1(0) = 1 et (f−1)′(0) =

1

f ′(f−1(0))
=

1

f ′(1)
= 1. De même, 
omme f(e) = e ln e = e et f(e2) = e2 ln(e2) = 2e2, on a (f−1)′(e) =

1

f ′(f−1(e))
=

1

f ′(e)
=

1

2
et (f−1)′(2e2) =

1

f ′(f−1(2e2))
=

1

f ′(e2)
=

1

3
.5. Voila à quoi ça ressemble, ave
 la 
ourbe de f en rouge et 
elle de f−1 en bleu (il y a hélas unbout de 
ourbe en trop du 
�té de l'origine du repère qui fait que la 
ourbe bleue n'est pas la
ourbe d'une fon
tion, mais je ne sais pas 
omment faire mieux ave
 le logi
iel tout pourri quej'utilise pour tra
er 
es 
ourbes), et les deux premières tangentes 
al
ulées pour f−1 en noir(2e2 étant trop gros, la dernière n'apparait pas sur 
e graphique) :

0 1 2 3 4 5−1

0

1

2

3

4

5

−1Exer
i
e 6 (***)1. La fon
tion gn est dé�nie et dérivable sur R, de dérivée g′n(x) = nex−ex−xex = (n−1−x)ex.Cette dérivée s'annule pour x = n−1, et la fon
tion gn est don
 stri
tement 
roissante 
roissantesur 0;n − 1] et stri
tement dé
roissante sur [n − 1;+∞[. Elle admet un maximum de valeur
gn(n − 1) = (n − (n − 1))en−1 − n = en−1 − n. De plus, gn(0) = 0 et lim

x→+∞
gn(x) = −∞.2. Bien entendu, l'énon
é a oublié de pré
iser que an doit être stri
tement positif, 0 étant aussisolution de l'équation. Une simple le
ture du tableau de variations permet ensuite de 
onstaterque gn s'annule une fois entre n−1 et +∞. Comme gn(n−1) > 0 (gn est stri
tement 
roissante9



entre 0 et n − 1) et gn(n) = −n < 0, le théorème des valeurs intermédiaires permet d'a�rmerque an ∈]n − 1;n[.3. La fon
tion fn est 
ontinue sans di�
ulté sur ]0;+∞[, et 
omme de plus xn

ex − 1
∼
0

xn

x
∼ xn−1,on a lim

x→0
fn(x) = 0, 
e qui assure la 
ontinuité de fn en 0. La fon
tion est don
 
ontinue sur

[0;+∞[.4. En
ore une fois, le seul problème se pose en 0. On a ∀x > 0, f ′
n(x) =

nxn−1(ex − 1) − xnex

(ex − 1)2
=

xn−1gn(x)

(ex − 1)2
. Comme f ′(x) ∼

0

xn−1gn(x)

x2
∼ xn−3gn(x), on en déduit fa
ilement que, si n ≥ 3,

lim
x→0

f ′
n(x) = 0. Pour n = 2, 
'est plus 
ompliqué : on a ex =

0
x+1+o(x) (en utilisant l'équivalent
lassique pour ex−1), don
 g2(x) = (2−x)(1+x+o(x))−2 = x−x2+o(x), et f ′

2(x) ∼ x−1x = 1.Finalement, en utilisant le théorème de prolongement C1, la fon
tion fn est toujours dérivable,et f ′
2(0) = 1, 
e qui donne une tangente d'équation y = x ; f ′

n(0) = 0 dès que n ≥ 3 (on a alorsune tangente horizontale).5. La dérivée f ′
n s'annulant quand gn s'annule, il y a don
 toujours pour fn un maximum atteinten x = an. La limite de fn quand x tend vers +∞ vaut 0 par 
roissan
e 
omparée.6. Cal
ulons : fn(an) =

an
n

ean − 1
. Or, 
omme gn(an) = 0, ean =

n

n − an

et ean − 1 =
n

n − an

− 1 =

an

n − an

. On en déduit que fn(an) =
(n − an)an

n

an

= (n − an)an−1
n .7. On a fp(x) − fn(x) =

xp − xn

ex − 1
. Si x > 1, xp > xn et la 
ourbe représentative de fp est situéeau-dessus de 
elle de fn. Si x < 1, 
'est le 
ontraire. Les 
ourbes passent toutes par le point de
oordonnées (1,

1

e − 1

).8. Les deux 
ourbes ressemblent à 
e
i, ave
 la 
ourbe de f2 en rouge (et sa tangente initiale ennoir) et 
elle de f3 en bleu (di�
ile de pla
er pré
isément les maxima à la main puisqu'on ne
onnait que très approximativement la valeur de an) :
0 1 2 3 4 5

0

1

2

−1
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