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e 1 (** à ***)1. La fon
tion f est dérivable sur R
∗
+ 
omme produit de fon
tions dérivables, et sa dérivée est

f ′(x) =
e−x

2
√

x
−√

xe−x =
(1 − 2x)e−x

2
√

x
. Cette fon
tion étant 
ontinue, la fon
tion f est C1 sur

R
∗
+. Reste à se préo
upper de 
e qui se passe en 0. La dérivée de f ayant pour limite +∞en 0, on ne peut pas prolonger f ′ en 0, et le théorème de prolongement C1 nous permet alorsd'a�rmer que f n'est pas dérivable en 0, mais la 
ourbe de f y admettra une tangente verti
ale.2. La fon
tion g est dérivable et C1 sur ]−1; 1[, de dérivée h′(x) = −

√
1 − x2−(1−x)

2x

2
√

1 − x2
=

− 1 − x2

√
1 − x2

− x − x2

√
1 − x2

=
1 − x√
1 − x2

=
1 − x

√

(1 − x)(1 + x)
=

√
1 − x√
1 + x

. On en déduit que lim
x→1

g′(x) =

0 et lim
x→−1

g′(x) = +∞. La fon
tion g est don
 dérivable en 1 (et y admet une tangente hori-zontale) mais pas en −1 (où il y aura une tangente verti
ale).3. La fon
tion h est dé�nie sur ] − ∞;−1] ∪ [0;+∞[, dérivable et C1 sur ] − ∞;−1[∪]0;+∞[,et sa dérivée vaut h′(x) =
√

x + x2 + x
1 + 2x

2
√

x + x2
=

2x + 2x2 + x + 2x2

2
√

x + x2
=

x(3 + 4x)
√

x(1 + x)
=

(3 + 4x)
√

x√
1 + x

. On 
onstate que lim
x→−1

h′(x) = +∞, et lim
x→0

h′(x) = 0, don
 i est dérivable en 0(ave
 une tangente horizontale) mais pas en −1 (où il y a une tangente verti
ale).4. Commençons par véri�er que i est 
ontinue en 0 : lim
x→0

ex − 1

x
= 1, don
 lim

x→0

x

ex − 1
= 1et lim

x→0
i(x) = 0, don
 i est bien 
ontinue en 0. Comme d'habitude, le seul problème pourla dérivée sera aux bornes de l'intervalle de dé�nition, i
i en 0. Ailleurs, i est dérivableet même C1, de dérivée i′(x) =

(
√

x + x

2
√

x
)(ex − 1) − x

√
xex

(ex − 1)2
=

3
√

x(ex − 1) − 2x
√

xex

2(ex − 1)2
=

x
√

x

(ex − 1)2

(

3

2

ex − 1

x
− ex

). Quand x tend vers 0, la parenthèse a pour limite 1

2
, et le fa
-teur devant la parenthèse est équivalent à x

√
x

x2
=

1√
x

(
ar ex − 1 ∼
0

x). On en 
on
lut que
lim
x→0

i′(x) = +∞, don
 la fon
tion i n'est pas dérivable en 0 (où il y aura une fois de plus unetangente verti
ale.Exer
i
e 2 (*)1. La fon
tion f est un produit de fon
tions C∞, don
 est C∞.2. On 
al
ule f ′(x) = e−x − (x + 1)e−x = −xe−x, puis f ′′(x) = −e−x + xe−x = (x − 1)e−x,
f (3)(x) = (1 − (x − 1))e−x = (2 − x)e−x, f (4)(x) = (x − 3)e−x et
. On 
onje
ture que f (n) =
(−1)n(x − n + 1)e−x. 1



3. L'initialisation a déjà été faite, reste à prouver l'hérédité. Supposons don
 la formule véri�ée aurang n, on a alors f (n+1)(x) = (−1)ne−x−((−1)n(x−n+1))e−x = (−1)n+1(−1+x−n+1)e−x =
(−1)n+1(x − n)e−x, 
e qui est bien la formule attendue pour le rang n + 1.Exer
i
e 3 (**)1. La fon
tion f est bien sûr 
ontinue et dérivable sur ]0; 1[. De plus, lim

x→0
ln x = −∞, don


lim
x→0

f(x) = 0. La fon
tion f est don
 
ontinue en 0. Sa dérivée sur ]0; 1[ vaut f ′(x) =
−1

x(ln x)2
.Cette dérivée est 
ontinue sur ]0; 1[, et a pour limite −∞ en 0 
ar lim

x→0
x(ln x)2 = 0 par 
roissan
e
omparée. D'après le théorème du prolongement C1, il y aura don
 une tangente verti
ale en

0. Notons au passage que f ′ est négative sur ]0; 1[, et que f est don
 stri
tement dé
roissantesur 
et intervalle.2. Dérivons don
 une deuxième fois f sur ]0; 1[ : la dérivée de x(ln x)2 est (ln x)2 + x × 2
ln x

x
=

(ln x)2 + 2 ln x, don
 f ′′(x) =
(ln x)2 + 2 ln x

x2(ln x)4
=

ln x + 2

x2(ln x)3
. Sur ]0; 1[, ln x est négatif, don


1

x2(ln x)3
< 0 et f ′′ est de signe opposé à 
elui de ln x + 2, qui s'annule quand ln x = −2,
'est-à-dire x = e−2 =

1

e2
. La fon
tion f est don
 
onvexe sur ]0, e−2] et 
on
ave sur [e−2, 1[.3. On vient de voir que f ′′ s'annulait pour x = e−2. Comme f(e−2) =

1

ln(e−2)
= −1

2
et f ′(e−2) =

−1

e−2(−2)2
= −e2

4
, le point d'in�exion a pour 
oordonnées (e−2;−1

2

), et la tangente à la
ourbe en 
e point a pour équation y = −e2

4
(x − e−2) − 1

2
= −e2

4
x − 1

4
.4. Voi
i une allure de la 
ourbe, ave
 la tangente 
al
ulée 
i-dessus tra
ée en noir :

0 1

0

−1

−2

−3

−4Exer
i
e 4 (***)Étude de la fon
tion fComme 1 + x2 est toujours stri
tement positif, la fon
tion f est dé�nie sur R et y est C∞ parthéorèmes généraux. On peut également 
onstater que la fon
tion est paire.2



On a sans di�
ulté lim
x→+∞

f(x) = +∞, et 
omme f(x)

x
≤ ln(2x2)

x
, lim

x→+∞

f(x)

x
= 0 par 
roissan
e
omparée. La 
ourbe représentative de f admet don
 une bran
he parabolique de dire
tion (Ox) en

+∞. Même 
on
lusion en −∞ en utilisant la parité ou en e�e
tuant des 
al
uls très similaires.Étudions désormais les variations : f ′(x) =
2x

x2 + 1
, don
 f est dé
roissante sur R− et 
roissantesur R+, atteignant en 0 un minimum de valeur f(0) = ln(1) = 0. De plus, f ′(x) =

2(x2 + 1) − 2x(2x)

(x2 + 1)2
=

2(1 − x2)

(x2 + 1)2
. La fon
tion f a don
 deux points d'in�e
tion pour x = 1 et x = −1, de hauteur f(1) =

f(−1) = ln(2) et dont les tangentes ont pour pentes respe
tives f ′(1) =
2

2
= 1 et f ′(−1) =

−2

2
= −1.La fon
tion f est 
onvexe sur [−1; 1] (sa dérivée se
onde est alors positive), et 
on
ave sur ]−∞;−1]et sur [1;+∞[. Voi
i une allure de la 
ourbe (
ourbe en rouge, tangentes intéressantes en noir) :

0 1 2 3−1−2−3

0

1

2

Étude de la fon
tion gLa fon
tion g est dé�nie sur R\{1} et y est C∞ par théorèmes généraux.On a lim
x→+∞

e
1

1−x = 1, don
 lim
x→+∞

g(x) = +∞ puis lim
x→+∞

g(x)

x
= 2 et en�n lim

x→+∞
g(x)− 2x = −2.Il y a don
 en +∞ une asymptote oblique d'équation y = 2x − 2. Cette asymptote est d'ailleurstout aussi valable en −∞ par des 
al
uls similaires. Pour les plus pressés, signalons d'ailleurs qu'onpeut en +∞ 
omme en −∞ e

1

1−x = 1 + o(1), don
 g(x) = 2x − 2 + o(1), 
e qui règle tout de suitela question de l'asymptote.Du 
�té de 1 
'est plus 
ompliqué : lim
x→1−

1

1 − x
= +∞, 
e dont on déduit lim

x→1−
g(x) = +∞. Il ya don
 une asymptote verti
ale d'équation x = 1. Mais par ailleurs lim

x→1+

1

1 − x
= −∞, 
e dont ondéduit 
ette fois que lim

x→1+
g(x) = 2− 3 = −1. La fon
tion g est don
 prolongeable � par 
ontinuité �en posant g(1) = −1.Dérivons désormais : g′(x) =

1

(1 − x)2
e

1

1−x + 2, qui a le bon gout de toujours être positif. Lafon
tion est don
 
roissante sur 
ha
un de ses deux intervalles de dé�nition. De plus, g′ a pour limite
2 en −1+ (on a toujours lim

x→1+

1

1 − x
= −∞ et, par 
roissan
e 
omparée, lim

X→−∞
X2eX = 0, don
 la
omposition des limites nous donne une limite nulle pour le premier mor
eau). Il y aura don
 unedemi-tangente à droite de pente 2 en notre point prolongé par 
ontinuité à droite.En�n, g′′(x) =

(

2

(1 − x)3
+

1

(1 − x)2

)

e
1

1−x =
3 − x

(1 − x)3
e

1

1−x . Il y a don
 un point d'in�exionpour x = 3, et g(3) = e−
1

2 + 3 =
1√
e

+ 3 ; g′(3) =
e−

1

2

4
+ 2 =

1

4
√

e
+ 2. La fon
tion f est 
onvexesur ]−∞;−1[ et sur [3;+∞[ et 
on
ave sur [1; 3] (le dénominateur 
hangeant de signe pour x = 1).Ave
 tout ça, on doit pouvoir tra
er une 
ourbe ressemblant à la suivante :3
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−3Étude de la fon
tion hLa fon
tion h est dé�nie sur [−1; 1] et C∞ sur ]−1; 1[ par théorèmes généraux. De plus, la fon
tionest paire.Pas de limites à 
al
uler, bornons-nous à remarquer que h(−1) = h(1) = 0.On a h′(x) =
√

1 − x2 + x × −2x

2
√

1 − x2
=

2(1 − x2) − 2x2

2
√

1 − x2
=

1 − 2x2

√
1 − x2

. Il y a don
 deux extremapour x =
1√
2

=

√
2

2
et x = −

√
2

2
. On 
al
ule h

(√
2

2

)

=

√
2

2

√

1 − 1

2
=

1

2
et h

(

−
√

2

2

)

= −1

2
.Constatons au passage que les limites de h′ en −1 et en 1 sont in�nies puisque le numérateur de

h′ tend vers −2 et le dénominateur vers 0. De plus, h′′(x) =
−4x

√
1 − x2 − (1 − 2x2) × −2x

2
√

1−x2

1 − x2
=

−4x(1 − x2) + x(1 − 2x2)

(1 − x2)
3

2

=
2x3 − 3x

(1 − x2)
3

2

=
x(2x2 − 3)

(1 − x2)
3

2

. Cette dérivée se
onde ne s'annule que pour
x = 0 (
ar h n'est dé�nie que sur [−1; 1], intervalle où 2x2 − 3 est toujours négatif), point d'in�exionpour lequel on a h(0) = 0 et h′(0) = 1, et on obtient le tableau de variations 
omplet suivant :

x −1 −
√

2

2
0

√
2

2
1

h′′(x) + + 0 − −
h′(x) −∞ − 0 + 1 + 0 − −∞

h 0
H

H
Hj −1

2

�*
�

�

0

�*
�

�

1

2 H
H

Hj
0

h 
onvexe 
on
ave
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Étude de la fon
tion iLa fon
tion i est bien sûr dé�nie sur ]0;+∞[, et y est C∞ par théorèmes généraux.La limite de i quand x tend vers 0 est −∞ (non, il n'y a pas de forme indéterminée), il y adon
 une asymptote verti
ale d'équation x = 0. Par 
roissan
e 
omparée, lim
x→+∞

i(x) = 0, don
 il y aégalement une asymptote horizontale (l'axe des abs
isses) en +∞.Comme i′(x) =
2 − (2 ln x + 3)

x2
=

−1 − 2 ln x

x2
, la fon
tion i admet un maximum en x = e−

1

2 =

1√
e
, de valeur i

(

1√
e

)

= (2×(−1
2 )+3)

√
e = 2

√
e. De plus, i′′(x) =

−2x − 2x(−1 − 2 ln x)

x4
=

4 ln x

x3
.La fon
tion admet don
 un point d'in�exion pour x = 1, et i(1) = 3 ; i′(1) = −1. La fon
tion i est
on
ave sur ]0; 1] et 
onvexe sur [1;+∞[, ave
 une 
ourbe ressemblant à 
e
i :
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