
Best Of EDHEC : orrigéECE3 Lyée Carnot11 mai 2011Exerie 11. (a) La fontion fn est C∞ sur R puisque le dénominateur du quotient 1

1 + ex
ne s'an-nule jamais, et f ′

n(x) = − ex

(1 + ex)2
+ n ; f ′′

n(x) =
−ex(1 + ex)2 + ex × 2ex(1 + ex)

(1 + ex)4
=

−ex − e2x + 2ex

(1 + ex)3
=

ex(ex − 1)

(1 + ex)3
.(b) Au vu de l'expression obtenue pour f ′′, la fontion f ′ est déroissante sur R− et roissantesur R+, admettant don un minimum en 0 de valeur f ′(0) = n− 1

4
. Comme n est un entiernaturel non nul, f ′ est stritement positive sur R, et f est bien stritement roissante.2. (a) Puisque, lim

x→−∞

1

1 + ex
= 1, on a lim

x→−∞

fn(x) = −∞. De même, lim
x→+∞

1

1 + ex
= 0, don

lim
x→+∞

fn(x) = +∞(b) Puisque fn(x) − nx =
1

1 + ex
, les aluls de limites préédents prouvent que y = nx estasymptote oblique à la ourbe en +∞, et y = nx + 1 en −∞.() Le seul point d'annulation de f ′′

n a pour absisse 0, et ordonnée fn(0) =
1

2
.(d) Comme f1(0) =

1

2
et f ′

1(0) = 1− 1

4
=

3

4
, la tangente a pour équation y =

3

4
x+

1

2
. L'alluredes di�érentes ourbes est la suivante :
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−33. (a) La fontion étant stritement roissante et ayant pour limites −∞ et +∞, elle est bijetivede R dans R. L'équation fn(x) = 0 a don une seule solution.1



(b) On a déjà vu plus haut que fn(0) =
1

2
> 0 ; fn

(

− 1

n

)

=
1

1 + e−
1

n

− 1 = − e
1

n

1 + e
1

n

< 0.D'après le théorème des valeurs intermédiaires, la valeur d'annulation de fn se trouvedon entre − 1

n
et 0.() Une appliation du théorème des gendarmes permet de onlure que lim

n→+∞

un = 0.(d) Puisque un onverge vers 0, lim
n→+∞

1

1 + eun

=
1

2
. Or, par dé�nition, 1

1 + eun

= −nun. Ona don lim
n→+∞

− nun =
1

2
, soit un ∼ − 1

2n
.Exerie 21. (a) Par indépendane des variables X et Y , P (Z > k) = P (X > k)P (Y > k). Or, pour unevariable de loi géométrique, P (X > k) =

+∞
∑

i=k+1

pqi−1 = pqk

+∞
∑

i=0

qi =
pqk

1 − q
= qk. On endéduit que P (Z > k) = (qk)2 = q2k.(b) En e�et, (Z > k − 1) = (Z > k) ∪ (Z = k), union disjointe d'évènement, don P (Z >

k − 1) = P (Z > k) + P (Z = k), d'où la formule demandée.() On a don P (Z = k) = q2(k−1) − q2k = q2(k−1)(1 − q2), e qui orrespond bien à une loigéométrique de paramètre q2.2. (a) En e�et, si X est paire, X

2
est un entier naturel non nul (X prend des valeurs stritementpositives), et si X est impaire, X + 1

2
est entier aussi.(b) Pour tout entier stritement positif k, la variable T prend la valeur k quand X = 2k.() Il y a deux possibilités pour avoir T = k : soit X = 2k, soit X = 2k − 1 (qui est bienimpair). Don (T = k) = (X = 2k) ∪ (X = 2k − 1) (union d'évènements disjoints), et

P (T = k) = pq2k−1 + pq2k−2 = pq2k−2(1 + q) = (1 − q)(1 + q)q2(k−1) = (1 − q2)q2(k−1).On retrouve la même loi que pour Z.3. PROGRAM edhe2009 ;VAR x,t,laner : integer ;BeginRandomize ;x := 0 ;REPEAT laner := random ;x := x+1 ;UNTIL laner<=p ;IF (x mod 2=0) THEN t := x/2 else t := (1+x)/2 ;WriteLn(t) ;End.Exerie 31. (a) Puisque lim
x→0

x ln(x) = 0 (résultat lassique de roissane omparée), on aura lim
x→0

f(x) = 0,e qui prouve la ontinuité de f en 0. La fontion étant par ailleurs ontinue sur ]0;+∞[par théorèmes généraux, elle est ontinue sur R+.(b) Le dénominateur étant toujours positif, et x également, la fontion est du signe de − ln(x),soit positive sur [0; 1] et négative sur [1;+∞[.2



2. Puisque f est ontinue sur [0;x] lorsque x ∈ R+, la fontion F est bien dé�nie sur R+.3. (a) La fontion F étant la primitive de f qui s'annule en 0, elle est dérivabke de dérivée f .La fontion g est don dérivable, et g′(x) = f(x) − 1 =
−x ln x − 1 − x2

1 + x2
= − xh(x)

1 + x2
, enposant h(x) = ln x +

1

x
+ x (fontion dé�nie sur ]0;+∞[).(b) La fontion h est C∞ sur ]0;+∞[, de dérivée h′(x) =

1

x
− 1

x2
+ 1 =

x2 − x + 1

x2
. Lenumérateur de ette dérivée a pour disriminant ∆ = 1+4 = 5, et admet don pour raines

x1 =
−1 −

√
5

2
et x2 =

−1 +
√

5

2
. Puisqu'on ne s'intéresse ii qu'à l'intervalle ]0;+∞[, lavaleur x1 nous onerne peu, et h est déroissante sur ]0;x2] puis roissante sur [x2; +∞[.Elle atteint son minimum en x2, de valeur h(x2) = ln

(√
5 − 1

2

)

+
2√

5 − 1
+

√
5 − 1

2
.Comme x2 >

2 − 1

2
=

1

2
, la valeur approhée du ln donnée dans l'énoné su�t à obtenir

h(x2) > 0. La fontion h est don stritement positive sur ]0;+∞[.() En revenant au alul e�etué pour g′, on onstate que la fontion g est stritementdéroissante sur [0;+∞[. Comme g(0) = F (0) = 0, elle est don négative sur [0;+∞[.Autrement dit, ∀x > 0, F (x) < x.4. (a) Prouvons don par réurrene la propriété Pn : un ∈ [0; 1]. C'est évidemment vrai pour
u0 = 1. Supposons-le pour un, et onstatons que la fontion F est roissante sur l'intervalle
[0; 1], puisque sa dérivée f y est positive (question 1.b). On a don F (0) 6 F (un) 6 F (1).Or, F (0) = 0, et F (1) < 1 d'après la question préédente. On en déduit que 0 6 un+1 < 1,e qui prouve Pn+1 et ahève la réurrene.(b) On a un+1 − un = F (un)−un = g(un) 6 0 au vu de la question 4.c don la suite (un) estdéroissante.() La suite étant déroissante minorée par 0, elle onverge. Sa limite est un point �xe de lafontion F , qui ne peut être que 0 puisqu'on a vu que, pour x > 0, F (x) < x. Conlusion :
lim

n→+∞

un = 0.Problème1. (a) On peut par exemple érire (T = k) = (X1 = 1)∩ (X2 = 1)∩ · · · ∩ (Xk−1 = 1)∩ (Xk = 0).(b) La variable X1 ne peut prendre que les valeurs 0 et 1, ave pour probabilités respetives
1 − p et p, don X1 ∼ B(1, p).() Au vu de la formulation du a, et la formule des probabilités omposées, P (T = k) =
pk × (1 − p). On reonnait ii une loi géométrique de paramètre 1 − p.2. (a) Prouvons don le résultat par réurrene. Pour n = 0 'est évident puisque X0 = 0. Sup-posons que Xn(Ω) = {0; 1; . . . ;n}, alors notre mobile peut, pour son n-ème déplaement,avaner d'une unité sur l'axe et se retrouver à une absisse omprise entre 1 et n + 1 ; ouretourner à l'absisse 0. Ce qui donne Xn+1(Ω) = {0; 1; . . . ;n + 1}.(b) C'est un peu le marteau-pilon pour éraser une mouhe, mais via la formule des probabi-lités totales, P (Xn = 0) =

n−1
∑

k=0

PXn−1=k(Xn = 0)×P (Xn−1 = k) ? Les probabilités ondi-tionnelles sont toutes égales à 1 − p, don P (Xn = 0) = (1 − p)

n−1
∑

k=0

P (Xn−1 = k) = 1− p(la dernière valant 1, on ajoute les probabilités de toutes les valeurs prises par Xn−1).3



3. (a) On peut utiliser à nouveau les probabilités totales, ou onstater plus simplement que pourse trouver à l'absisse k après n déplaements, il faut néessairement avoir été à l'absisse
k − 1 après n− 1 déplaements, et avoir avané d'une ase (probabilité onditionnelle p).(b) E�etuons une petite réurrene : pour n = 1, on a déjà étudié la loi de X1, qui or-respond bien aux formules données. Supposons les formules orretes au rang n, alors
∀k ∈ {1; 2; . . . ;n}, P (Xn+1 = k) = pP (Xn = k − 1) = P × pk−1(1 − p) = pk(1 − p) (onapplique l'hypothèse de réurrene à l'entier k − 1 appartenant bien à {0; 1; . . . ;n − 1}.De plus, on a déjà vu que P (Xn = 0) = 1 − p, e qui orrespond à la formule donnée.En�n, onstatons que d'après la question préédente, P (Xn+1 = n + 1) = pP (Xn = n).Autrement dit, la suite (P (Xn = n)) est géométrique de raison p et de premier terme
P (X0 = 0) = 1. ON en déduit que, ∀n ∈ N, P (Xn = n) = pn. Cela n'a rien de surprenantpuisque ela orrespond à la situation où on a avané à haun des n déplaements.() Calulons n

∑

k=0

P (Xn = k) =
n−1
∑

k=0

pk(1 − p) + pn = (1 − p)
1 − pn

1 − p
+ pn = 1.4. Program edhe2005 ;Var k, n, u, X : integer ;beginReadln(n) ;Randomize ;X := 0 ;For k := 1 to n dobeginu := random(3) ;if (u = 2) then X := X+1 ;else X :=0 ;end ;Writeln (X) ;end.5. (a) Une méthode di�érente de elles déjà vues pour e alul lassique : faire passer ledénominateur de la fration de droite à gauhe et développer : (1 − p)2

n−1
∑

k=1

kpk−1 =

n−1
∑

k=1

kpk−1 − 2

n−1
∑

k=1

kpk +

n−1
∑

k=1

kpk+1 =

n−2
∑

k=0

(k + 1)pk − 2

n−1
∑

k=1

kpk +

n
∑

k=2

(k − 1)pk =

n−2
∑

k=0

kpk +

n−2
∑

k=0

pk − 2

n−1
∑

k=1

kpk +

n
∑

k=2

kpk −
n
∑

k=2

pk. Plein de hoses se télesopent et il reste 1 + p −

pn−1 − pn − p − (n − 1)pn−1 + npn = (n − 1)pn − npn−1 + 1, exatement e qu'on doitobtenir au numérateur de droite !(b) En e�et, E(Xn) =

n
∑

k=0

kP (Xn = k) = (1−p)

n−1
∑

k=1

kpk +npn = p× (n − 1)pn − npn−1 + 1

1 − p
+

npn =
−pn+1 + p

1 − p
=

p(1 − pn)

1 − p
.6. (a) Par dé�nition, E(X2

n+1) =

n+1
∑

k=0

k2P (Xn+1 = k) =

n+1
∑

k=1

k2pP (Xn = k − 1) = p

n
∑

k=0

(k +

1)2P (Xn = k) en déalant l'indie. Il ne reste plus qu'à développer sans subtilité lasomme : E(X2
n+1) = p

(

n
∑

k=0

k2P (Xn = k) + 2kP (Xn = k) + P (Xn = k)

)

= p(E(X2
n) +

2E(Xn) + 1). 4



(b) Calulons don :
un+1 = E(X2

n+1) + (2n + 1)
pn+2

1 − p

= pE(X2
n) + 2pE(Xn) + p + (2n + 1)

pn+2

1 − p

= pE(X2
n) +

2p2(1 − pn)

1 − p
+ p +

(2n + 1)pn+2

1 − p

= pE(X2
n) +

2p2 − 2pn+2 + p − p2 + (2n + 1)pn+2

1 − p

= pE(X2
n) +

p + p2 + (2n − 1)pn+2

1 − p

= E(X2
n) +

p(1 + p)

1 − p
+ p

(2n − 1)pn+1

1 − p

= pun +
p(1 + p)

1 − p

.
() La suite (un) est don arithmétio-géométrique, d'équation de point �xe x = px+

p(1 + p)

1 − p
,e qui donne x =

p(1 + p)

(1 − p)2
. On pose don vn = un − p(1 + p)

(1 − p)2
, et on onstate que vn+1 =

un+1 − p(1 + p)

(1 − p)2
= pun +

p(1 + p)

1 − p
− p(1 + p)

(1 − p)2
= pun +

p(1 − p2) − p(1 + p)

(1 − p)2
= pun +

−p2(1 + p)

(1 − p)2
= p

(

un − p(1 + p)

(1 − p)2

)

= pvn. La suite (vn) est don géométrique de raison pet de premier terme v0 = pu0 −
p(1 + p)

(1 − p)2
= − p

1 − p
− p(1 + p)

(1 − p)2
= −p(1 − p) + p(1 + p)

(1 − p)2
=

− 2p

(1 − p)2
. On a don vn = − 2pn+1

(1 − p)2
, et un =

p(1 + p) − 2pn+1

(1 − p)2
.Reste maintenant à aluler

E(X2
n) =

p(1 + p) − 2pn+1

(1 − p)2
−(2n−1)

pn+1

1 − p
=

p + p2 − 2pn+1 − (2n − 1)pn+1 + (2n − 1)pn+2

(1 − p)2

=
p + p2 − (2n + 1)pn+1 + (2n − 1)pn+2

(1 − p)2
.(d) Appliquons pour �nir la formule de König-Huygens :

V (Xn) = E(X2
n) − E(Xn)2 =

p + p2 − (2n + 1)pn+1 + (2n − 1)pn+2

(1 − p)2
− p2(1 − pn)2

(1 − p)2
=

p + p2 − (2n + 1)pn+1 + (2n − 1)pn+2 − p2 + 2pn+2 − p2n+2

(1 − p)2
=

p − (2n + 1)pn+1 + (2n + 1)pn+2 − p2n+2

(1 − p)2
=

p(1 − (2n + 1)(pn − pn+1) − p2n+1)

(1 − p)2
, e quiorrespond à la formule de l'énoné.
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