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Un joueur participe à un jeu se jouant en plusieurs parties. Ses observations lui permettent

d'a�rmer que :

• s'il gagne deux parties consécutives, alors il gagne la prochaine avec la probabilité
2
3
.

• s'il perd une partie et gagne la suivante, alors il gagne la prochaine avec la probabilité
1
2
.

• s'il gagne une partie et perd la suivante, alors il gagne la prochaine avec la probabilité
1
2
.

• s'il perd deux parties consécutives, alors il gagne la prochaine avec la probabilité
1
3
.

Pour tout entier naturel n non nul, on note An l'événement : "le joueur gagne la nième partie".

De plus, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, on pose :

En = An−1 ∩An Fn = An−1 ∩An Gn = An−1 ∩An Hn = An−1 ∩An

1. On admet que (En, Fn, Gn,Hn) est un système complet d'événements.

(a) Utiliser la formule des probabilités totales pour montrer que, pour tout entier naturel n

supérieur ou égal à 2, on a : P (En+1) =
2
3
P (En) +

1
2
P (Fn).

(b) Exprimer de la même façon (aucune explication n'est exigée) les probabilités P (Fn+1),
P (Gn+1) et P (Hn+1) en fonction de P (En), P (Fn), P (Gn) et P (Hn).

(c) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, on pose : Un =


P (En)
P (Fn)
P (Gn)
P (Hn)

.

Véri�er que Un+1 = MUn, où M =


2/3 1/2 0 0
0 0 1/2 1/3

1/3 1/2 0 0
0 0 1/2 2/3

.

2. (a) Soient P =


1 1 3 3
−2 −1 −1 2
2 −1 1 2
−1 1 −3 3

 et Q =


−1 −3 3 1
2 −3 −3 2
2 1 −1 −2
1 1 1 1

.

Calculer PQ. En déduire que P est inversible et donner son inverse.

(b) On note C1, C2, C3 et C4 les colonnes de P . Calculer MC1, MC2, MC3 et MC4. Que

constate-t-on ?

(c) Justi�er que M = PDP−1, où D est une matrice diagonale que l'on déterminera.

Dans toute la suite, on suppose que le joueur a gagné les deux premières parties.

3. (a) Montrer par récurrence que : ∀n ∈ N, Mn = PDnP−1.
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(b) Montrer, également par récurrence, que : ∀n > 2, Un = Mn−2U2.

(c) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, donner la première colonne de Mn, puis

en déduire P (En), P (Fn), P (Gn) et P (Hn).

(d) Montrer que l'on a :

lim
n→+∞

P (En) =
3
10

lim
n→+∞

P (Fn) =
2
10

lim
n→+∞

P (Gn) =
2
10

lim
n→+∞

P (Hn) =
3
10

4. Pour tout entier naturel k non nul, on note Xk la variable aléatoire qui vaut 1 si le joueur

gagne la kième partie et qui vaut 0 sinon (X1 et X2 sont donc deux variables certaines).

(a) Pour tout entier naturel k supérieur ou égal à 2, exprimer Ak en fonction de Ek et Fk.

(b) En déduire, pour tout entier naturel k supérieur ou égal à 2, la loi de Xk.

5. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, on note Sn la variable aléatoire égale au

nombre de parties gagnées par le joueur lors des n premières parties.

(a) Calculer P (Sn = 2) en distinguant les cas n = 2, n = 3 et n > 4.

(b) Déterminer P (Sn = n).

(c) Pour tout entier n supérieur ou égal à 3, écrire Sn en fonction des variables Xk, puis

déterminer E (Sn) en fonction de n.
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