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Exercice 1 (exercice 1 EDHEC 2008)

= 1+e$+nw.

Pour tout entier naturel » non nul, on définit la fonction f,, sur R par f,(z)
On appelle (C},) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i ) d’unité 5 cm.
1. (a) Déterminer, pour tout réel z, f] (z) et f”(x).

(b) En déduire que la fonction f, est strictement croissante sur R.

2. (a) Calculer lim f,(x) ainsi que f  (z).
T——00 x*)+oon

(b) Montrer que les droites (D,,) et (D],) d’équations y = nx et y = nxz + 1 sont asymptotes
de (Cy).
(c) Déterminer les coordonnées du seul point d’inflexion, noté A4, de (Cy,).

(d) Donner I’équation de la tangente (77) a la courbe (C) en Ajp, puis tracer sur un méme
dessin les droites (Dy), (D}) et (T1) ainsi que l'allure de la courbe (C1).

Montrer que I'équation f,(z) = 0 posséde une seule solution sur R, notée u,,.

)
1
) Montrer que l'on a, Vn € N*, —— < u, <0.
n
(c) En déduire la limite de la suite (uy,).
)

.. 1
En revenant a la définition de u,, montrer que v, ~ ——.
n—+oo 210

Exercice 2 (exercice 2 EDHEC 2009)

Dans cet exercice, p désigne un réel de ]0; 1] et on note ¢ = 1 — p.
On considére deux variables aléatoires X et Y définies sur le méme espace probabilisé (€2, .4, P),
indépendantes et suivant toutes deux la méme loi géométrique de paramétre p.

1. On pose Z = inf(X,Y) et on admet que Z est une variable aléatoire, elle aussi définie sur
Pespace probabilisé (€2, A, P).
On rappelle que, pour tout entier naturel k, on a l'égalité (Z > k) = (X > k)N (Y > k).

(a) Pour tout entier naturel k, calculer P(Z > k).

(b) Etablir que, pour tout entier naturel k& supérieur ou égal 4 1, on a P(Z = k) = P(Z >
k—1)—P(Z > k).

(c) En déduire que Z suit la loi géométrique de paramétre (1 — ¢?).

2. On définit la variable aléatoire T" de la facon suivante

X
Pour tout w de €2 tel que X (w) est un entier naturel pair, on pose T'(w) = ;w), et, pour tout
. o 14+ X (w)
w de Q tel que X (w) est un entier naturel impair, on pose T'(w) = — On admet que

T est une variable aléatoire, elle aussi définie sur (9, A, P).

(a) Montrer que T prend des valeurs entiéres non nulles.



(b) Réciproquement, justifier que tout entier naturel & non nul est élément de 7'(2) et en
déduire que T'(©2) = N*.

(c) Exprimer I'événement (1" = k) en fonction de certains événements (X = ¢) puis montrer
que T suit la méme loi que Z.

3. On rappelle que la fonction random renvoie de fagon uniforme un réel aléatoire élément de
[0; 1[. Compléter le programme suivant pour que, d’une part, il simule les lancers d’une piéce
donnant Pile avec la probabilité p et calculer la valeur prise par la variable aléatoire X égale au
rang du premier Pile obtenu lors de ces lancers (X suit bien la loi géométrique de paramétre
p) et pour que, d’autre part, il calcule et affiche la valeur prise par T, la variable aléatoire T
ayant été définie dans la deuxiéme question.

Program edhec2009 ;
Var x,t,lancer :integer;

Begin
Randomize ; x :=0;
Repeat lancer :=random; x :=....... ; until(lancer <=p) ;
If(x mod 2=0) then .... else....;

Writeln(t) ;
End.

Exercice 3 (exercice 3 EDHEC 2002)

—xl
On note f la fonction définie sur R par : Vo > 0, f(z) = % et f(0) =0.
x
1. (a) Verifier que f est continue sur R.

(b) Etudier le signe de f(z).
x
2. Montrer que 'on définit bien une fonction F' sur Rt en posant F(z) = / f(t) dt.
0

3. Pour tout x de R™, on pose g(z) = F(z) — .

(a) Montrer que g est dérivable sur R* et que, pour z > 0, on peut écrire ¢'(z) sous la forme
—zh(x)

1 —
g'(z) = 14227

. -1
(b) Etudier les variations de h, puis en déduire son signe (on donne In <\/§2 ) ~ —(0,48).

(c) En déduire le signe de g(x).

4. On définit la suite (uy,,) par la donnée de son premier terme ug = 1 et la relation de récurrence,
valable pour tout entier n de N, uy,+1 = F(up).

(a) Etablir par récurrence que Vn € N, u,, € [0, 1].
(b) Montrer, en utilisant le résultat de la troisiéme question, que (u,) est décroissante.

(¢) En déduire que la suite (u,) converge et donner lirJIrl U
n—-roo

Probléme (probléme EDHEC 2005)

Un mobile se déplace sur les points & coordonnées entiéres d’'un axe d’origine O. Au départ, le mobile
est & 'origine.

Le mobile se déplace selon la régle suivante : s’il est sur le point d’abscisse k a 'instant n, alors, a
I'instant n + 1 il sera sur le point d’abscisse k 4 1 avec la probabilité p (0 < p < 1) ou sur le point
d’abscisse 0 avec la probabilité 1 — p.

Pour tout n de N, on note X,, I’abscisse de ce point a I'instant n et I’'on a donc Xy = 0. On admet
que, pour tout n de N, X, est définie sur un espace probabilisé (2,4, P). Par ailleurs, on note T’



I'instant auquel le mobile se trouve pour la premiére fois a l’origine (sans compter son positionnement
au départ).

Par exemple, si les abscisses successives du mobile aprés son départ sont 0, 0, 1, 2, 0, 0, 1, alors on
a T = 1. Si les abscisses successives sont 1, 2, 3, 0, 0, 1, alors on a T = 4. On admet que T est une
variable aléatoire définie sur (€2, A, P).

1. (a)

(b)
(c)
2. (a)
(b)
3. (a

4. Dans cette question et dans cette question seulement, on prend p = —.

Pour tout k de N*, exprimer 1’événement (T' = k) en fonction d’événements mettant en
jeu certaines des variables X;.

Donner la loi de Xj.

En déduire P(T = k) pour tout k de N*, puis reconnaitre la loi de 7.

Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, X, () ={0,...,n}.

Pour tout n de N*, utiliser le systéme complet d’événements (X,,—1 = k)ogk<n—1 pour
montrer que P(X,, =0) =1 —p.

Etablir que Vn € N, Vk € {1,2,...,n+ 1}, P(X, 11 = k) = pP(X,, = k — 1).

En déduire que ¥n € N*, Vk € {0,1,2...,n — 1}, P(X,, = k) = p*(1 — p). En déduire
également la valeur de P(X, = n). Donner une explication probabiliste de ce dernier
résultat.

Vérifier que Z P(X,=k) =1

k=0
1
3

On rappelle que random(3) renvoie au hasard un entier de {0,1,2}. Compléter le programme
suivant pour qu’il simule ’expérience aléatoire étudiée et affiche la valeur prise par X, pour

une valeur de n entrée par l'utilisateur.

Program edhec2005 ;

Var

k, n, u, X : integer;

begin

Readln(n) ;
Randomize ;
X :=0;
For k :=1 to n do
begin
u := random(3) ;
if (u=2) then X :=......... ;
else X :=....... ;
end ;
Writeln (X) ;

n—1
_ (n—1)p* —np»t+1
Montrer que Vn > 2, kpt—t =
g; (1-p)?
1 _ Vel
En déduire que F(X) = p(lp)
-p
Montrer, en utilisant la question 3.a), que Vn € N, E(X%H) =p(B(X2)+2EX,) +1).

n-+41

Pour tout entier naturel n, on pose u, = E(X2)+ (2n — 1) I

1
Montrer que up+1 = pun + M

L—=p
En déduire I'expression de wu,,, puis celle de E(X2) en fonction de p et n.

Montrer enfin que V(X,) = (1_’#)2(1 — (2n+ 1)p"(1 — p) — p2n 1),

_p'



