
Chapitre 10 : Fon
tions à deux variablesECE3 Ly
ée Carnot10 dé
embre 20091 Aspe
t graphiqueDé�nition 1. Une fon
tion de deux variables est une appli
ation f : D → R, où D est unesous-ensemble du plan R
2 appelé domaine de dé�nition de la fon
tion f .Exemples : La fon
tion f : (x, y) 7→ x3 +2x2y +xy3−4y2 est une fon
tion de deux variables dé�niesur R

2 tout entier. La fon
tion g : (x, y) 7→ ln(x + y − 1) est une fon
tion dé�nie sur l'ensemble des
ouples (x, y) véri�ant x + y − 1 > 0, qui se trouve être le demi-plan supérieur ouvert délimité parla droite d'équation y = 1 − x.Proposition 1. Tout sous-ensemble de la forme {(x, y) | ax + by + c = 0}, où a, b et c sont troisréels tels que (a, b) 6= (0, 0) est une droite.Démonstration. Si b 6= 0, on peut mettre l'équation sous la forme y =
−c − ax

b
, qui est bien uneéquation de droite. Et si b = 0, on a par hypothèse a 6= 0, don
 on obtient x =

−c

a
, qui est égalementune droite, en l'o

uren
e parallèle à l'axe des ordonnées.Exemple : La fon
tion h : (x, y) 7→

√

4 − x2 − y2 est dé�nie à l'intérieur du 
er
le de 
entre O etde rayon 2.Proposition 2. Le sous-ensemble de R
2 dé�ni par l'équation x2 + y2 = R, ave
 R > 0, est le 
er
lede 
entre 0 et de rayon √

R (si R < 0, l'ensemble est vide).Démonstration. Dans le plan R
2 (muni d'un repère orthonormal, mais 
e sera toujours le 
as pournous), le point M de 
oordonnées (x, y) est situé à une distan
e √

x2 + y2 de l'origine O du repère(
'est une appli
ation du théorème de Pythagore), don
 x2 + y2 = R ⇔ OM2 = r2 ⇔ OM = r.l'ensemble des points à distan
e r de O est bien le 
er
le de 
entre O et de rayon r.Dé�nition 2. La représentation graphique d'une fon
tion de deux variables dans un repère
(O,~i,~j,~k) de l'espa
e est l'ensemble des points M(x, y, z) véri�ant z = f(x, y).Remarque 1. Une fon
tion de deux variables est don
 représentée non pas par une 
ourbe, maispar une surfa
e dans l'espa
e. Il est très di�
ile en général de visualiser 
e genre de représentationsgraphiques, 
'est pourquoi on en est souvent réduit à étudier les 
oupes par des plans que représententles lignes de niveau et les appli
ations partielles.Dé�nition 3. Soit k un réel et f une fon
tion de deux variables, la ligne de niveau k de la fon
tion
f est l'ensemble des 
ouples (x, y) véri�ant f(x, y) = k.Remarque 2. Il s'agit don
 de la 
oupe de la surfa
e représentative de f par le plan � horizontal �d'équation z = k. La plupart du temps, une ligne de niveau n'est pas la 
ourbe représentative d'unefon
tion à une variable. 1



Exemple : Considérons la fon
tion f(x, y) = x2 + y2, sa ligne de niveau k est dé�nie par l'équation
x2 +y2 = k. il s'agit don
 du 
er
le de 
entre O et de rayon √

k quand k est positif, la ligne de niveauest vide sinon. Voi
i une représentation des lignes de niveau pour k entier 
ompris entre −1 et 4. ilne reste plus qu'à les relier mentalement pour imaginer l'allure de la surfa
e représentative de f .
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2 Exemple de surfa
esJuste quelques surfa
es tra
ées à l'ordinateur pour avoir une idée de 
e à quoi ça peut ressembler.
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3 Dérivées partiellesOn ne peut pas étudier les variations d'une fon
tion de deux variables 
omme on le fait pourune fon
tion à une variable, puisque la simple notion de fon
tion 
roissante ou dé
roissante n'a pasd'équivalent quand on passe à deux variables. Il est 
ependant intéressant de 
al
uler un analoguede la dérivée dans 
e 
adre, qui permet notamment de trouver les minima ou maxima de la fon
tion,
omme 
'est le 
as pour une fon
tion à une variable.Dé�nition 4. Soit f : (x, y) 7→ f(x, y) à deux variables, les appli
ations partielles asso
iées sontles deux fon
tions à une variable fx : x 7→ f(x, y) et fy : y 7→ f(x, y).Remarque 3. Les appli
ations partielles sont don
 données par la même équation que la fon
tion
f elle-même, seul le statut de x et de y 
hange : au lieu d'avoir deux variables, l'une d'elles estdésormais �xée, même si on ne 
onnait pas sa valeur. Pour rendre les 
hoses plus 
on
rètes, on peutassigner une valeur à la varible �xée. Par exemple, si f(x, y) = x2−3xy+y3, on dira que l'appli
ationpartielle obtenue en �xant y = 1 est la fon
tion d'une variable x 7→ x2−3x+1 (on a posé y = 1 dansl'équation de f), ou que l'appli
ation partielle obtenue en �xant x = 2 est la fon
tion y 7→ 4−6y+y3.Tra
er les représentations graphiques de 
es appli
ations partielles revient à tra
er la 
oupe de lasurfa
e représentative de f par les plans d'équation respe
tive y = 1 et x = 2 (plans � verti
aux � sion oriente le repère de façon habituelle).Dé�nition 5. Les dérivées partielles d'une fon
tion à deux variables sont les dérivées de sesappli
ation partielles. On note ∂f

∂x
la dérivée de fx et ∂f

∂y

elle de fy.Remarque 4. Pour 
al
uler 
es dérivées partielles, on dérive en 
onsidérant l'une des deux variables
omme une 
onstante (on dit qu'on dérive la fon
tion f par rapport à x ou y respe
tivement), mais
ha
une des deux dérivées partielles reste une fon
tion à deux variables.Remarque 5. On se 
ontentera de 
al
uler 
es dérivées partielles sans se préo
upper de justi�er leurexisten
e, 
e qui est un problème plus 
omplexe que dans le 
as d'une fon
tion à une variable.Dé�nition 6. Les quatres dérivées partielles des fon
tions ∂f

∂x
et ∂f

∂y
(deux pour 
haque fon
tion)sont appelées dérivées partielles se
ondes de la fon
tion f . On note ∂2f

∂x2
et ∂2f

∂y∂x
les dérivéespartielles par rapport à x et y de ∂f

∂x
, et ∂2f

∂x∂y
et ∂2f

∂y2
les dérivées partielles de ∂f

∂y
.Exemples : Reprenons l'exemple de la fon
tion f : (x, y) 7→ x3 + 2x2y + xy3 − 4y2. On a don


∂f

∂x
(x, y) = 3x2+4xy+y3 ; ∂f

∂y
(x, y) = 2x2+3xy2−8y ; ∂2f

∂x2
(x, y) = 6x+4y ; ∂2f

∂y∂x
(x, y) = 4x+3y2 ;

∂2f

∂x∂y
(x, y) = 4x + 3y2 et en�n ∂2f

∂y2
= 6xy − 8.De même, la fon
tion g : (x, y) 7→ ln(x + y − 1) a pour dérivées partielles ∂g

∂x
(x, y) =

1

x + y − 1
;

∂g

∂y
(x, y) =

1

x + y − 1
; ∂2g

∂x2
(x, y) =

1

(x + y − 1)2
, et les trois autres dérivées se
ondes sont les mêmesque la première.En�n, la fon
tion h : (x, y) 7→

√

4 − x2 − y2 véri�e ∂h

∂x
(x, y) =

−2x

2
√

4 − x2 − y2
= − x

√

4 − x2 − y2
;

∂h

∂y
(x, y) = − y

√

4 − x2 − y2
; ∂2h

∂x2
(x, y) =

−
√

4 − x2 − y2 − x × x√
4−x2

−y2

4 − x2 + y2
=

y2 − 4

(4 − x2 − y2)
3

2
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∂2h

∂y∂x
(x, y) =

−y × −2x
−2

(4 − x2 − y2)
3

2

=
−xy

(4 − x2 − y2)
3

2

; ∂2h

∂x∂y
(x, y) =

−xy

(4 − x2 − y2)
3

2

et en�n ∂2h

∂y2
=

x2 − 4

(4 − x2 − y2)
3

2

.Dé�nition 7. Un point 
ritique pour une fon
tion f à deux variables est un 
ouple (x, y) véri�ant
∂f

∂x
(x, y) =

∂f

∂y
(x, y) = 0.Exemple : Les points 
ritiques de la fon
tion f dé�nie plus haut sont les solutions du systèmesuivant (qu'on est bien in
apable de résoudre) :

{

3x2 + 4xy + y3 = 0
2x2 + 3xy2 − 8y = 0Théorème 1. Si une fon
tion f admet un minimum ou un maximum lo
al en un point (x, y), alors
e point est un point 
ritique.Remarque 6. Attention, 
omme dans le 
as des fon
tions à une variable, la ré
iproque n'est pastoujours vraie.Dé�nition 8. La di�érentielle au point (x, y) d'une appli
ation à deux variables f est l'expression

dfx,y =
∂f

∂x
(x, y)dx +

∂f

∂y
(x, y)dy.Les dx, dy et df de l'expression 
i-dessous représentent de � petits a

roissements � de la fon
tion etde 
ha
une des variables respe
tivement. En fait, une bonne dé�nition mathématique de 
es objetsest de les voir 
omme des appli
ations de R

2 dans l'ensemble des appli
ations linéaires de R
2 dans

R. Mais 
omme vous ne savez pas en
ore 
e qu'est une appli
ation linéaire, vous vous 
ontenterezdu blabla 
i-dessous pour tenter de 
omprendre 
e que ça re
ouvre.Interprétation géométrique : Comme dans le 
as d'une fon
tion à une variable, on peut tenterd'interpréter géométriquement les notions dé�nies plus haut. Vous savez que, pour une fon
tion fà une variable, le nombre dérivé f ′(x) représente le 
oe�
ient dire
teur de la tangente à la 
ourbereprésentative de la fon
tion f en son point d'abs
isse x. Autrement dit, la tangente étant la droitela plus pro
he de la 
ourbe, on peut é
rire au voisinage de x l'approximation a�ne suivante : f(t) ≃
f ′(x)(t − x) + f(x) (équation de la tangente), ou en
ore en 
hangeant les notations f(x + h) ≃
hf ′(x) + f(x), approximation valable pour des � petites � valeurs de h. En utilisant la notationdi�érentielle, on é
rirait 
e
i ainsi : dfx(h) = hdx, 
'est-à-dire que l'a

roissement de la fon
tion f(qui 
orrespond à f(x+h)− f(x)) est proportionnel à l'a

roissement de la variable (qui 
orrespondà h), ave
 pour 
oe�
ient de proportionnalité f ′(x).Dans le 
as d'une fon
tion à deux variables, les dérivées partielles en un point (x, y) représententégalement des 
oe�
ients dire
teurs de tangents, en l'o

uren
e des deux tangentes à la surfa
ereprésentative de f in
luses dans les plans verti
aus 
ontenant les axes (Ox) et (Oy). La surfa
e admetbien d'autres tangentes (une in�nité), mais la 
onnaissan
e de deux d'entre elle su�t à déterminerle plan tangent à la surfa
e représentative de f , et don
 à donner une approximation de f(x +
h; y + k) pour des petites valeurs de h et k. C'est 
e que fait la di�érentielle à l'aide de la formulesuivante : f(x + h; y + k) ≃ ∂f

∂x
(x, y)h +

∂f

∂y
(x, y)k. Autrement dit (et pour parler en termes plus� é
onomiques �), la di�érentielle exprime l'a

roissement marginal de la fon
tion f au point (x, y)en fon
tion des a

roissements marginaux de 
ha
une des variables.Exemple : Un type de fon
tion à deux variables souvent utilisé en é
onomie est la fon
tion deCobb-Douglas, qui modélise la produ
tion P en fon
tion du 
apital K et du travail L via la formule6



P (K,L) = cKαLβ. Pour plus de simpli
iter, on prend souvent c = 1, et β = 1 − α (ave
 α ∈
[0; 1]), don
 P (K,L) = KαL1−α. Ce
i a également pour avantage de rendre la fon
tion homogène,
'est-à-dire que P (aK, aL) = aP (K,L) (autrement dit, si vous multipliez le 
apital et le travailsimultanément par un même fa
teur, la produ
tion subira la même augmentation).Les dérivées partielles de 
ette fon
tion sont appelés en é
onomie rendements marginaux. En uti-lisant la notation di�érentielle, 
es rendements marginaux donnent les 
oe�
ients d'augmentationmarginale de la produ
tion quand on augmente marginalement le travail ou le 
apital. Ainsi, si
∂P

∂K
(K0, L0) = 3, 
ela signi�e qu'en augmentant de 1% le 
apital en partant d'une situation oùle 
apital était de K0 et le travail de L0, la produ
tion augmentera d'environ 3%. Ave
 l'équa-tion donnée plus haut, on 
onstate que ∂P

∂K
(K,L) = αKα−1L1−α = α

(

L

K

)1−α, et ∂P

∂L
(K,L) =

(1 − α)KαL−α = (1 − α)

(

K

L

)α. Si on 
al
ule désormais les dérivées se
ondes, on obtient notam-ment ∂2P

∂K2
(K,L) = α(α − 1)Kα−2L1−α ; ∂2P

∂L2
(K,L) = −α(1 − α)KαL−α−1. Ces deux expressionssont négatives, 
'est un résultat qu'on 
onnait en é
onomie sous le nom de prin
ipe des rendementsdé
roissants : plus la produ
tion augmente, plus les rendements marginaux sont faibles.Dernière notion utile en é
onomie et abordée un peu plus haut d'un point de vue mathématique : leslignes de niveau de la fon
tion P sont appelés isoquants de la fon
tion de produ
tion. Ils représententdes lignes sur lesquelles la produ
tion ne varie pas, et on peut don
 a�rmer que, sur un isoquant,la di�érentielle dP s'annule. Autrement dit, on a alors ∂P

∂K
(K,L) +

∂P

∂L
(K,L) = 0. Les rapportsentre les deux dérivées partielles en un point d'un isoquant sont appelés 
oe�
ients d'elasti
ité :ils représentent la fa
ilité à é
hanger du 
apital 
ontre du travail (ou vi
e-versa) pour garder uneprodu
tion 
onstante. Ainsi, si on a ∂P

∂L
(K0, L0) = −3

∂P

∂K
(K0, L0), 
ela signi�e que, si on diminuele 
apital de 1% en partant de la situation (K0, L0), il faudra augmenter le travail de 3% pour garderle même niveau de produ
tion.
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