
Chapitre 14 : DérivationECE3 Ly
ée Carnot4 mars 20111 Dé�nitions et formulaire1.1 Aspe
t graphiqueL'idée 
a
hée derrière le 
al
ul de dérivées, que vous utilisez déjà depuis plusieurs années pour étudierles variations de fon
tions, est en gros le suivant : les seules fon
tions dont le sens de variation estréellement fa
ile à déterminer sont les fon
tions a�nes, pour lesquelles il est simplement donné parle signe du 
oe�
ient dire
teur de la droite représentant la fon
tion a�ne. Pour des fon
tions plus
omplexes, on va don
 
her
her à se ramener au 
as d'une droite en 
her
hant, pour 
haque pointde la 
ourbe, la droite � la plus pro
he � de la 
ourbe autour de 
e point. C'est ainsi qu'est née lanotion de tangente, à laquelle 
elle de dérivée est intimement liée. Plus pré
isément :Dé�nition 1. Soit f une fon
tion dé�nie sur un intervalle I et x ∈ I, le taux d'a

roissementde f en x est la fon
tion dé�nie par τx(h) =
f(x + h) − f(x)

h
.Remarque 1. Le taux d'a

roissement n'est pas dé�ni en 0. Pour h 6= 0, τx(h) représente le 
oe�
ientdire
teur de la droite passant par les points d'abs
isse x et x + h de la 
ourbe représentative de f(droite noire dans le graphique 
i-dessous, où a = 1 et h = 1.5).
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−3Dé�nition 2. Une fon
tion f est dérivable en x si son taux d'a

roissement en x admet unelimite quand h tend vers 0. On appelle alors nombre dérivé de f en x 
ette limite et on la note
f ′(x) = lim

h→0

f(x + h) − f(x)

h
.Remarque 2. En reprenant l'interprétation géométrique pré
édente, la droite tra
ée se rappro
hequand h tend vers 0 de la tangente à la 
ourbe représentative de f au point de la 
ourbe d'abs
isse

a. Le nombre dérivé de f en x est don
 le 
oe�
ient dire
teur de 
ette tangente, tra
ée en vert surle graphique. 1



Remarque 3. Pour des raisons pratiques, on aura parfois besoin pour 
ertains 
al
uls d'une dé�nitionlégèrement di�érente du nombre dérivé : f ′(x) = lim
y→x

f(y) − f(x)

y − x
, qui est équivalente à la pré
édénte(en posant h = y − x, on se ramène en e�et à notre première dé�nition).Exemples :

• Considérons f(x) = x2 et 
al
ulons à l'aide de 
ette dé�nition la dérivée (ou plut�t pourl'instant le nombre dérivé au point d'abs
isse x) de f . Le taux d'a

roissement de la fon
tion
arré en x vaut τx(h) =
(x + h)2 − x2

h
=

x2 + 2hx + h2 − 1

h
= 2x+h. Ce taux d'a

roissementa une limite égale à 2x quand h tend vers 0, don
 f est dérivable en x et f ′(x) = 2x (
e qui
orrespond bien à la formule que vous 
onnaissez).

• Considérons à présent g(x) =
√

x, le taux d'a

roissement de g en x vaut τx(h) =

√
x + h −√

x

h
=

(
√

x + h −√
x)(

√
x + h +

√
x)

h(
√

x + h +
√

x)
=

x + h − x

h(
√

x + h +
√

x)
=

1√
x + h +

√
x
. Si x 6= 0, 
e taux d'a
-
roissement a pour limite 1

2
√

x
, 
e qui 
orrespond une nouvelle fois à une formule bien 
onnue.Par 
ontre, lim

h→0
τ0(h) = +∞, 
e qui prouve que la fon
tion ra
ine 
arrée n'est pas dérivable en

0. On a tout de même une interprétation graphique intéressante dans 
e 
as : la 
ourbe repré-sentative de la fon
tion ra
ine 
arrée admet en son point d'abs
isse 0 une tangente verti
ale.Dé�nition 3. La fon
tion f est dérivable à gau
he en x si son taux d'a

roissement admet unelimite quand h tend vers 0−. On note alors f ′

g(x) = lim
h→0−

f(x + h) − f(x)

h
. De même, f est dérivableà droite en x si τx(h) admet une limite en 0+ et on note f ′

d(x) = lim
h→0+

f(x + h) − f(x)

h
.Remarque 4. La fon
tion f est dérivable en x si et seulement si elle y est dérivable à gau
he et àdroite et que f ′

d(x) = f ′

g(x).Dé�nition 4. Dans le 
as où f ′

g(x) 6= f ′

d(x) (ou si une seule des deux limites existe) on dit quela 
ourbe de f admet une (ou deux) demi-tangente à droite ou à gau
he. Si τx(h) admet unelimite in�nie en 0+ ou en 0−, on dit que la 
ourbe de f admet une demi-tangente verti
ale au pointd'abs
isse x.Exemple : Considérons f(x) = |x| et x = 0. On a don
 τ0(h) =
|h|
h
. Si h > 0, τ0(h) =

h

h
= 1, don


f ′d(0) = 1 ; mais si h < 0, τ0(h) =
−h

h
= −1, don
 f ′g(h) = −1. La fon
tion valeur absolue n'estdon
 pas dérivable en 0, mais y admet à gau
he une demi-tangente d'équation y = −x, et à droiteune demi-tangente d'équation y = x (qui sont d'ailleurs 
onfondues ave
 la 
ourbe).Dé�nition 5. Une fon
tion f est dérivable sur un intervalle I si elle est dérivable en tout pointde I. On appelle alors fon
tion dérivée de f la fon
tion f : x 7→ f ′(x).Proposition 1. Soit f une fon
tion dérivable en a, alors l'équation de la tangente à la 
ourbereprésentative de f en a est y = f ′(a)(x − a) + f(a).Démonstration. La tangente est une droite de 
oe�
ient dire
teur f ′(a) don
 son équation peut semettre sous la forme y = f ′(a)x+ b, ave
 b ∈ R. Pour déterminer b, il su�t de 
onstater que le point

(a; f(a)) appartient à la tangente (qui 
oupe Cf en 
e point), don
 on doit avoir f(a) = af ′(a) + b,soit b = f(a) − af ′(a). L'équation est don
 y = f ′(a)x + f(a) − f ′(a)a = f ′(a)(x − a) + f(a).Proposition 2. Si une fon
tion f est dérivable en x, alors f est 
ontinue en x.Remarque 5. La ré
iproque est fausse ! Par exemple la fon
tion valeur absolue est 
ontinue sur Rmais pas dérivable en 0. 2



Proposition 3. Si f est dérivable en x, on sait que lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
= f ′(x). Autrement dit,

f(x + h) − f(x)

h
=
0

f ′(x)+o(1). En multipliant tout par h, on obtient f(x+h)−f(x) = hf ′(x)+o(h).Comme lim
h→0

f(x) + hf ′(x) + o(h) = f(x), on a don
 lim
h→0

f(x + h) = f(x), 
e qui prouve que f est
ontinue en x.Dé�nition 6. On appelle développement limité à l'ordre 1 de f en a l'égalité f(x + h) =
0

f(x) + hf ′(x) + o(h).Remarque 6. Cette égalité signi�e simplement que, lorsque h est pro
he de 0, f(x + h) peut êtreappro
hé par f(x) + hf ′(x), qui n'est autre que la valeur prise par la tangente au point d'abs
isse
x + h. On parle d'ordre 1 
ar on appro
he f par une fon
tion qui est un polynome de degré 1. Onpeut généraliser 
ette notion en appro
hant la fon
tion f par un polynome de degré 2, 3 ou plus(mais il faut alors que f soit deux, trois fois dérivable, et
). On parle alors de développement limitéà l'ordre 2, 3, et
., notion que vous étudierez plus intensivement l'an pro
hain.1.2 OpérationsProposition 4. Soient f et g deux fon
tions dérivables en x. Alors f + g est dérivable en x et
(f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x).Démonstration. En e�et, le taux d'a

roissement de f + g en x vaut
τx(h) =

f(x + h) + g(x + h) − f(x) − g(x)

h
=

f(x + h) − f(x)

h
+

g(x + h) − g(x)

h
. Autrement dit,
'est la somme des taux d'a

roissements de f et de g en x. Sa limite existe don
 et est égale à lasomme des limites de 
es taux d'a

roissement, 
'est-à-dire que lim

h→0
τx(h) = f ′(x) + g′(x), d'où laformule.Proposition 5. Soient f et g deux fon
tion dérivables en x, alors fg est dérivable en x et (fg)′(x) =

f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).Démonstration. Cal
ulons le taux d'a

roissement de la fon
tion fg en x :
τx(h) =

f(x + h)g(x + h) − f(x)g(x)

h
=

f(x + h)g(x + h) − f(x)g(x + h) + f(x)g(x + h) − f(x)g(x)

h
=

g(x + h)
f(x + h) − f(x)

h
+ f(x)

g(x + h) − g(x)

h
. Le premier terme a pour limite g(x)f ′(x) quand htend vers 0 (la fon
tion g étant dérivable don
 
ontinue, g(x + h) tend vers g(x) et le reste est letaux d'a

roissement de f en x), et le se
ond a pour limite f(x)g′(x) puisqu'on re
onnait le tauxd'a

roissement de g. On obtient don
 bien la formule attendue.Exemple : La fon
tion x 7→ x ln x est dé�nie et dérivable sur R

∗

+ et a pour dérivée ln x + x × 1

x
=

ln x + 1. Ce résultat nous sera surtout utile dans l'autre sens : on en déduit qu'une primitive de lafon
tion ln est la fon
tion x 7→ x ln x − x.Proposition 6. Soit g une fon
tion dérivable en x, et ne s'annulant pas en x, alors 1

g
est dérivableen x et (

1

g

)

′

(x) = − g′(x)

g(x)2
. Si f est une autre fon
tion dérivable en x, alors f

g
est dérivable en x et

(

f

g

)

′

(x) =
f ′(x)g(x) − f(x)g′(x)

g(x)2
.Démonstration. Le taux d'a

roissement de 1

g
en x vaut τa(x) =

1
g(x+h) − 1

g(x)

h
. Il n'est dé�ni que si

g(x+ h) 6= 0, mais on admettra que, si g(x) 6= 0 (
'est une des hypothèses de la proposition) et g est
ontinue, alors g ne s'annule pas au voisinage de x. On peut alors réduire au même dénominateur :3



τx(h) =
1

g(x + h)g(x)

g(x) − g(x + h)

h
. On re
onnait à droite l'opposé du taux d'a

roissement de

g, qui tend don
 vers −g′(a), et le dénominateur à gau
he tend vers g(x)2 
ar g est dérivable don

ontinue en a.La deuxième formule s'obtient en appliquant simplement la formule de dérivation d'un produit à fet 1

g
: (

f

g

)

′

(x) = f ′(x) × 1

g(x)
− f(x) × g′(x)

g(x)2
=

f ′(x)g(x) − f(x)g′(x)

g(x)2
.Exemple : La formule de dérivation du quotient est notamment très utile pour dériver les fon
tionsrationnelles, par exemple f(x) =

2x + 3

x2 + 1
est dé�nie et dérivable sur R, et

f ′(x) =
2(x2 + 1) − 2x(2x + 3)

(x2 + 1)2
=

−2x2 − 6x + 2

(x2 + 1)2
.Proposition 7. Soit f une fon
tion dérivable et bije
tive sur un intervalle I, à valeurs dans J . Alors

f−1 est dérivable en tout point y ∈ J tel que f ′(f−1(y)) 6= 0, et dans 
e 
as (f−1)′(y) =
1

f ′(f−1(y))
.Remarque 7. Les images des valeurs où la dérivée de f s'annule, qui sont don
 les points où lafon
tion ré
iproque n'est pas dérivable, 
orrespondant en fait à des endroits où la 
ourbe de f−1admet des tangentes verti
ales (
e qui se 
omprend graphiquement puisqu'une tangente horizontalepour f devient après symétrie par rapport à la droite d'équation y = x une tangente verti
ale pour

f−1).Démonstration. Soit y ∈ J et x = f−1(y). La taux d'a

roissement de f−1 en y est τy(h) =
f−1(y + h) − f−1(y)

h
=

f−1(y + h) − x

h
. La fon
tion f étant bije
tive de I sur J , y + h admet ununique anté
édent b sur I. On a don
 f(b) = y + h et par ailleurs f(x) = y, don
 h = (y + h) − y =

f(b) − f(x) et τy(h) =
b − x

f(b) − f(x)
. En posant h′ = b − x, on a τy(h) =

h′

f(x + h′) − f(x)
, ave
 h′qui tend vers 0 quand h tend vers 0 
ar la fon
tion f−1 est 
ontinue, don
 b = f−1(y + h) tend vers

f−1(y) = x. On re
onnait don
 la limite quand h tend vers 0 de l'inverse du taux d'a

roissementde f en x. Si f ′(x) 6= 0, on a don
 lim
h→0

τy(h) =
1

f ′(x)
=

1

f ′(f−1(y))
. Si f ′(x) = 0, la limite de τy(h)est in�nie, on a don
 une tangente verti
ale.Proposition 8. Soient f et g deux fon
tion dérivables respe
tivement en x et en f(x), alors la
omposée g ◦ f est dérivable en x et (g ◦ f)′(x) = f ′(x).(g′(f(x)).Démonstration. L'idée est de séparer le taux d'a

roissement de g ◦ f pour faire apparaitre 
eux de

g et de f de la façon suivante : g ◦ f(y) − g ◦ f(x)

y − x
=

g ◦ f(y) − g ◦ f(x)

f(y) − f(x)
× f(y) − f(x)

y − x
. Le premierquotient est le taux d'a

roissement de g en f(x), il 
onverge don
 vers g′(f(x)). Le se
ond est letaux d'a

roissement de f en x, qui 
onverge vers x. On en déduit la formule.Il y a en fait un (gros) problème, 
'est que le premier dénominateur à droite peut très bien s'annuler(quand f(y) = f(x)) et (
ontrairement à 
e qui se passait pour l'inverse) 
ela peut se produire aussiprès de x que voulu. Une autre façon (
orre
te, 
elle-
i) de prouver 
ette propriété est de passerpar les développements limités à l'ordre 1. On sait que f(x + h) =

0
f(x) + hf ′(x) + o(h), et que

g(y + k) =
0

g(y) + kg′(y) + o(k). On en déduit que g ◦ f(x + h) = g(f(x) + hf ′(x) + o(h)). Enprenant y = f(x) et k = hf ′(x) + o(h) (
e qui tend bien vers 0 quand h tend vers 0), on a don

g ◦f(x+h) = g(f(x))+ (hf ′(x)+ o(h))g′(f(x))+ o(hf ′(x)+ o(h)) = g ◦f(x)+hf ′(x)g′ ◦f(x)+ o(h)(tout les termes restants sont e�e
tivement négligeables devant h). Comme on sait par ailleursque g ◦ f(x + h) = g ◦ f(x) + h(g ◦ f)′(x) + o(h), une simple identi�
ation donne (g ◦ f)′(x) =
f ′(x)g′ ◦ f(x). 4



Exemples : La fon
tion x 7→ (2x + 3)3 est dérivable sur R et a pour dérivée 2 × 3(2x + 3)2 =
6 × (2x + 3)2.La fon
tion x 7→ ex2+2x−4 est dérivable sur R et a pour dérivée 2(x + 1)ex2+2x−4.Remarque 8. Les dérivées de 
omposées que nous utiliserons le plus souvent sont les suivantes (uétant une fon
tion dérivable quel
onque) :

• (eu)′ = u′eu.
• (ln u)′ =

u′

u
• (un)′ = nu′un−1

• (
√

u)′ =
u′

2
√

u1.3 Dérivées de fon
tions usuellesLes quelques dérivées 
lassiques sur lesquelles il ne faut vraiment pas hésiter :fon
tion dérivée Df 
ondition
xn nxn−1

R ou R
∗ n ∈ Z

∗

ln x
1

x
R
∗

+

ex ex
R

xa axa−1
R
∗

+ a ∈ RPour la première ligne, le domaine de dé�nition et de dérivabilité est R si n < 0, et R
∗ si n < 0.Démonstration. Commençons par traiter par ré
urren
e le 
as des puissan
es entières positives. No-tons fn(x) = xn, et prouvons par ré
urren
e la propriété Pn : fn est dérivable et f ′

n(x) = nxn−1.Pour n = 1, f1(x) = x, le taux d'a

roissement de f en x est τx(h) =
x + h − x

h
= 1, don
 f estdérivable en tout point et f ′(x) = 1, 
e qui 
orrespond bien à la formule et prouve P1. Supposonsdésormais Pn vraie, on remarque alors que fn+1 = f1×fn, don
 fn+1 est dérivable 
omme produit defon
tions dérivables, et en utilisant la formule de dérivation du produit et l'hypothèse de ré
urren
e,

f ′

n+1(x) = fn(x) + f1(x)f ′

n(x) = xn + x × nxn−1 = xn + nxn = (n + 1)xn, 
e qui prouve Pn+1 eta
hève la ré
urren
e.On en déduit ensuite les dérivées des puissan
es entières négatives en utilisant la formule de dérivationd'un inverse. Soit p < 0 et fp(x) = xp =
1

x−p
, ave
 −p > 0. On a don
 f ′

p(x) =
−(−p)x−p−1

(x−p)2
= pxp−1,
e qui est bien la formule annon
ée. Un petit exemple pour la route : la dérivée de 1

x4
est −4

x5
.Pour les dérivées de l'exponentielle et du logarithme, nous manquons d'une dé�nition réellementrigoureuse de 
es deux fon
tions. On pourrait 
al
uler la dérivée de l'une en fon
tion de 
elle del'autre en utilisant la formule de dérivation d'une ré
iproque, mais nous nous 
ontenterons de lesadmettre.En�n, pour les puissan
es quel
onques, 
onstatons que xa = ea ln x, dont la dérivée vaut a

x
ea lnx =

a

x
xa = axa−1.2 Dérivées su

essives ; 
onvexité2.1 Fon
tions de 
lasse Ck et DkDé�nition 7. Une fon
tion est de 
lasse Dn sur un intervalle I si elle est n fois dérivable sur I.On note alors f (n) sa dérivée n-ème (et on 
ontinue bien sûr à noter f ′, f ′′ et f ′′′ pour les premièresdérivées). Elle est de 
lasse Cn sur I si de plus f (n) est 
ontinue sur I. On dit plus simplement que

f est Dn ou Cn sur I. 5



Remarque 9. Une fon
tion Dn sur I est for
ément Cn−1 sur I puisqu'une fon
tion dérivable estné
essairement 
ontinue. Une fon
tion Cn est bien entendu Dn. On a don
 les impli
ations suivantes :
Cn ⇒ Dn ⇒ Cn−1 ⇒ Dn−1 ⇒ · · · ⇒ C1 ⇒ D1 ⇒ C0.Dé�nition 8. Une fon
tion est de 
lasse C∞ sur un intervalle I si elle y est dérivable n fois pourtout entier n.Remarque 10. Toutes ses dérivées sont alors 
ontinues (puisqu'on peut toujours dériver une fois deplus), 
e qui justi�e qu'on ne distingue pas D∞ et C∞.Proposition 9. La somme, le produit ou la 
omposée de deux fon
tions de 
lasse Ck, Dk ou C∞(sur les bons intervalles dans le 
as de la 
omposée) sont respe
tivement Ck, Dk et C∞.Démonstration. Pour la somme, 
'est une 
onséquen
e du fait que ∀n 6 k, (f + g)(n) = f (n) + g(n),
e qui se prouve par une ré
urren
e fa
ile (
'est vrai pour la première dérivée, et si 
'est vrai aurang n il su�t de dériver une fois de plus pour obtenir le rang n + 1). Pour le produit, 
f le résultatsuivant.Pour la 
omposée, on pro
ède par ré
urren
e : on sait que le résultat est vrai pour k = 1. Supposons lerésultat vrai pour un entier n, et prenons deux fon
tions g et f de 
lasse Dn+1. On a (g◦f)′ = f ′.g′◦f ,or les fon
tions f ′ et g′ (et également f) sont de 
lasse Dn, don
 en appliquant l'hypothèse deré
urren
e pour la 
omposée et le résultat pré
édent pour le produit, (g ◦ f)′ est de 
lasse Dn, don

g ◦ f de 
lasse Dn+1, 
e qui a
hève la ré
urren
e.Théorème 1. Formule de Leibniz.Soient f et g deux fon
tions Dn sur un intervalle I, alors (fg)(n) =

k=n
∑

k=0

(

n

k

)

f (k)g(n−k).Démonstration. Vous aurez bien sûr re
onnu dans 
ette formule une grande similitude ave
 la for-mule du bin�me de Newton. La formule de Leibniz se démontre de la même façon, 
'est-à-dire parré
urren
e en utilisant la formule de Pas
al. Comme nous n'avons pas démontré Newton en 
ours,nous passerons également sur Leibniz.Exemple : Pour n = 4, nous obtenons par exemple (fg)(4) = f (4) + 4f ′′′g′ + 6f ′′g′′ + 4fg′′′ + g(4).Théorème 2. Toutes les fon
tions usuelles sont de 
lasse C∞ sur leur ensemble de dérivabilité(
'est-à-dire sur leur ensemble de dé�nition, sauf pour la ra
ine 
arrée qui ne sera C∞ que sur R
∗

+).Théorème 3. Théorème du prolongement C1.Soit f une fon
tion 
ontinue sur un segment [a; b], dérivable et C1 sur ]a; b]. Si f ′ admet une limite�nie l quand x tend vers a, alors f est dérivable en a et f ′(a) = l.Remarque 11. Ce théorème reste appli
able si la limite de f ′ en a est in�nie, on aura alors unetangente verti
ale en a. On utilisera 
e théorème systématiquement quand on 
her
hera à étudierla dérivabilité d'une fon
tion aux bornes de son intervalle de dé�nition, mais il est indispensable de
ommen
er par faire un prolongement par 
ontinuité si la fon
tion n'est pas dé�nie en 
es bornes.Exemple : f(x) = x ln x. La fon
tion f est dé�nie et C∞ sur ]0;+∞[, de dérivée f ′(x) = ln x +
1. On sait par ailleurs qu'on peut la prolonger par 
ontinuité en 0 en posant f(0) = 0. Comme
lim
x→0

f ′(x) = −∞, le prolongement n'est pas dérivable en 0, et la 
ourbe y admet une tangenteverti
ale (information très utile pour tra
er la 
ourbe).2.2 ConvexitéLa 
onvexité est une notion permettant d'a�ner nos représentations géométriques de 
ourbes enayant une information supplémentaire sur leur forme générale. Elle s'étudie de façon similaire auxvariations, mais né
essite en général un 
al
ul de dérivée se
onde.6



Dé�nition 9. Une fon
tion f dé�nie sur un intervalle I est 
onvexe sur I si sa 
ourbe est situéeau-dessus de toutes ses tangentes sur 
et intervalle. Elle est 
on
ave sur I si sa 
ourbe est situéeen-dessous de toutes ses tangentes.Exemple : La fon
tion 
arré est une fon
tion 
onvexe sur R.
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−1Remarque 12. Cette dé�nition géométrique n'est en fait pas la � bonne � dé�nition de la 
onvexité,mais 
ette dernière est un peu te
hnique. Je vous la donne en guise de 
omplément : f est 
onvexesur I si ∀(x, y) ∈ I2, ∀t ∈ [0; 1], f(tx+(1−t)y) 6 tf(x)+(1−t)f(y). De même, f est 
on
ave sur I si
∀(x, y) ∈ I2, ∀t ∈ [0; 1], f(tx+(1− t)y) > tf(x)+(1− t)f(y). Que signi�e tout 
e
i ? En fait, lorsque
t ∈ [0; 1], tx + (1− t)y prend toutes les valeurs 
omprises entre x et y. De même tf(x) + (1− t)f(y)prend toutes les valeurs 
omprises entre f(x) et f(y). L'inégalité de la dé�nition signi�e que toutpoint de la 
ourbe situé entre les abs
isses x et y est en-dessous (ou au-dessus dans le 
as de la
on
avité) du point situé à la même abs
isse sur la droite rejoignant les points (x, f(x)) et (y, f(y)).Autrement dit, la 
ourbe d'une fon
tion 
onvexe est située en-dessous de toutes ses 
ordes. Celled'une fon
tion 
on
ave est située au-dessus de ses 
ordes. Voi
i une illustration dans le 
as 
onvexe(la 
ourbe rouge est en-dessous de la 
orde noire en pointillés) :
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−1Proposition 10. Soit f une fon
tion dérivable sur un intervalle I, alors f est 
onvexe sur I si etseulement si son taux d'a

roissement en tout point de I est une fon
tion 
roissante de h.7



Démonstration. Supposons la fon
tion 
onvexe sur I, et a ∈ I. Soient 0 < h < h′ (les autres 
assont similaires), on a alors a + h = ta + (1 − t)(a + h′) pour un 
ertain t ∈ [0; 1], don
 f(a + h) 6

tf(a)+ (1− t)f(a+h′), d'où f(a+h)−f(a) 6 tf(a)+ (1− t)f(a+h′)−f(a), soit f(a+h)−f(a) 6

(1−t)(f(a+h′)−f(a)). Or, par dé�nition, (1−t)a+h = (1−t)(a+h′), don
 1−t =
h

a + h′ − a
=

h

h′
. Onobtient alors l'inégalité f(a+h)−f(a) 6

h(f(a + h′) − f(a))

h′
, soit en divisant par h, τa(h) 6 τa(h

′),don
 le taux d'a

roissement en a est bien une fon
tion 
roissante. La ré
iproque se montre enutilisant le même type de 
al
ul.Corollaire 1. Une fon
tion dérivable sur un intervalle I est 
onvexe si et seulement si sa dérivée sur
I est une fon
tion 
roissante. Elle y est 
onvexe si et seulement si sa dérivée est dé
roissante sur I.Démonstration. En e�et, soient x et y deux réels appartenant à I. Posons h = y − x, on a τx(h) =
f(y) − f(x)

h
> f ′(x) d'après la proposition pré
édente ; par ailleurs, τy(−h) =

f(x) − f(y)

−h
6 f ′(y).En 
ombinant les deux inégalités, on obtient f ′(x) 6 f ′(y).Corollaire 2. Soit f une fon
tion D2 sur un intervalle I, alors f est 
onvexe si et seulement si f ′′est positive sur I. De même, f est 
on
ave sur f si et seulement si f ′′ est négative sur I.Démonstration. En e�et, f ′ est 
roissante si f ′′ est positive (
f plus loin).Dé�nition 10. Soit f une fon
tion de 
lasse C2 sur un intervalle I, un point d'in�exion pour fest un réel pour lequel f ′′ 
hange de signe.Remarque 13. On a en parti
ulier f ′′(x) = 0 en tout point d'in�exion, et 
'est naturellement ainsique l'on détermine les points d'in�exion. Il arrive toutefois qu'un réel véri�ant f ′′(x) = 0 ne soit paspoint d'in�exion, tout 
omme un réel véri�ant f ′(x) = 0 ne 
orrespond pas toujours à un extremum.Remarque 14. La fon
tion f 
hange don
 de 
on
avité en 
haque point d'in�exion. Une autre façonde voir les 
hoses est que la tangente au point d'in�exion traverse la 
ourbe représentative de f ,parti
ularité rare qui explique que le 
al
ul des points d'in�exion améliore la pré
ision du tra
é de
ourbe. On tra
era systématiquement les tangentes aux points d'in�exion à 
haque fois que l'onétudiera la 
onvexité d'une fon
tion.Exemple : On 
her
he à tra
er une 
ourbe représentative la plus pré
ise possible de la fon
tion

f : x 7→ e−x2 . La fon
tion f est dé�nie et C∞ sur R. Elle a des limites nulles en ±∞. Sa dérivéeest f ′(x) = −2xe−x2 , don
 f est 
roissante sur ] − ∞; 0] et dé
roissante sur [0;+∞[. De plus,sa dérivée se
onde est f ′′(x) = (−2 + 4x2)e−x2 . La fon
tion f a don
 deux points d'in�exion en
1√
2
et en − 1√

2
. La fon
tion f est 
onvexe entre 
es deux points et 
on
ave le reste du temps, etles pentes des tangentes en 
es deux points sont données par f ′

(

1√
2

)

= −
√

2e−
1

2 ≃ −0.86 et
f ′

(

− 1√
2

)

=
√

2e−
1

2 ≃ 0.86. La 
ourbe représentative de f ressemble à 
e
i (les tangentes auxpoints d'in�exion sont aussi tra
ées) :
0 1 2−1−2
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3 Inégalité des a

roissements �nis et appli
ationsLe théorème des a

roissements �nis et l'inégalité du même nom (que je me permettrai d'abrégerla plupart du temps par IAF) sont des outils fondamentaux en analyse, dont on verra deux desprin
ipales appli
ations dans 
e paragraphe.3.1 Énon
ésProposition 11. Soit f une fon
tion dérivable sur un segment [a; b] et x ∈]a; b[. Si x est un pointen lequel f atteint un extremum lo
al, alors f ′(x) = 0.Démonstration. Supposons par exemple qu'il s'agisse d'un maximum (l'autre 
as est très similaire).Le taux d'a

roissement de f en x vaut τx(h) =
f(x + h) − f(x)

h
. On a au voisinage de x, f(x+h) 6

f(x) puisque f(x) est un maximum lo
al. On en déduit que ∀h < 0 (et tel que x + h appartienne auvoisinage en question), τx(h) > 0, don
 f ′(x) = lim
h→0−

τx(h) > 0. Mais de même ∀h > 0, τx(h) 6 0,don
 f ′(x) = lim
h→0−

τx(h) 6 0. Finalement, on a né
essairement f ′(x) = 0.Théorème 4. Théorème de Rolle.Soit f une fon
tion dérivable sur un intervalle [a; b], et telle que f(a) = f(b), alors ∃c ∈]a; b[, f ′(c) = 0.Démonstration. Commençons par éliminer le 
as où la fon
tion f est 
onstante sur [a; b] puisquedans 
e 
as la dérivée de f est nulle, don
 le théorème est manifestement véri�é.La fon
tion f étant dérivable, elle est 
ontinue sur [a; b], don
 y atteint un maximum M et unminimum m. Si on suppose f non 
onstante, l'un des deux, par exemple M (dans l'autre 
as, ladémonstration est similaire), est distin
t de f(a) = f(b), don
 atteint en un réel c ∈]a; b[. D'après lapropriété pré
édente, f ′(c) = 0.Théorème 5. Théorème des a

roissements �nis.Soit f une fon
tion dérivable sur un intervalle [a; b], alors ∃c ∈]a; b[, f ′(c) =
f(b) − f(a)

b − a
.Remarque 15. Autrement dit, il existe un point où la tangente est parallèle à la droite passant parles points (a; f(a)) et (b; f(b)).
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Démonstration. Le prin
ipe est de se ramener au théorème pré
édent. Dé�nissons une deuxièmefon
tion g par g(x) =
f(b) − f(a)

b − a
x − f(x). Cette fon
tion est dérivable sur [a; b] puisque f l'est etvéri�e g(b)−g(a) =

f(b) − f(a)

b − a
b−f(b)− f(b) − f(a)

b − a
a+f(a) =

f(b) − f(a)

b − a
(b−a)−f(b)+f(a) = 0,
'est-à-dire que g(b) = g(a). on peut don
 appliquer le théorème de Rolle à la fon
tion g : ∃c ∈]a; b[,

g′(c) = 0. Or, g′(c) =
f(b) − f(a)

b − a
− f ′(c), don
 on a f ′(c) =

f(b) − f(a)

b − a
, 
e qu'on 
her
hait àprouver.Ce théorème peut paraitre assez 
urieux et peu utile au premier abord, et de fait sert peu en tantque tel. Mais il permet de démontrer les très importantes inégalités suivantes :Corollaire 3. Inégalité des a

roissements �nis, première version.Soit f une fon
tion dérivable sur un intervalle [a; b], et telle que ∀x ∈ [a; b], m 6 f ′(x) 6 M (où

(m,M) ∈ R
2), alors ∀(y, z) ∈ [a; b]2 tels que y < z, m(z − y) 6 f(z) − f(y) 6 M(z − y).Démonstration. La fon
tion f étant dérivable sur [y; z], on peut lui appliquer le théorème pré
édent :

∃x ∈]y; z[, f ′(x) =
f(z) − f(y)

z − y
. Or, m 6 f ′(x) 6 M par hypothèse, don
 m 6

f(z) − f(y)

z − y
6 M . Ilne reste plus qu'à multiplier les inégalités par z − y.Corollaire 4. Inégalité des a

roissements �nis, deuxième version.Soit f une fon
tion dérivable sur un intervalle [a; b], et telle que ∀x ∈ [a; b], |f ′(x)| 6 k (où k ∈ R),alors ∀(y, z) ∈ [a; b]2, |f(z) − f(y)| 6 k|z − y|.Démonstration. La preuve est essentiellement la même que pour le 
orollaire pré
édent.3.2 Appli
ation à l'étude des variationsThéorème 6. Soit f une fon
tion dérivable sur un intervalle I, alors f est 
roissante sur I si etseulement si f ′ est positive sur I, et f est dé
roissante sur I si et seulement si f ′ est négative sur I.Démonstration. Supposons f 
roissante sur I, et soit a ∈ I, 
onsidérons le taux d'a

roissement de

f en a : τa(h) =
f(a + h) − f(a)

h
. Ce taux d'a

roissement est toujours positif, puisque numérateuret dénominateur sont négatifs quand h est négatif, et positifs sinon ; don
 par passage à la limite

f ′(a) > 0. Ré
iproquement, si f ′(x) > 0 sur I, on a d'après l'IAF y < z ⇒ 0× (z − y) 6 f(z)− f(y),
e qui prouve que f est 
roissante sur I. La preuve dans le 
as de la dé
roissan
e est très similaire.Théorème 7. Soit f une fon
tion dérivable sur un intervalle I, alors si f ′ est stri
tement positivesur I, sauf éventuellement en un nombre �ni de points où elle s'annule, la fon
tion f est stri
tement
roissante sur I. De même, si f ′ est stri
tement négative sur I, sauf éventuellement en un nombre�ni de points où elle s'annule, f est stri
tement dé
roissante sur I.Ce deuxième résultat, plus subtil que le pré
édent, ne sera pas prouvé. Remarquons qu'il n'y a i
iqu'une seule impli
ation, une fon
tion peut être stri
tement monotone mais avoir une dérivée quis'annule une in�nité de fois (la 
ondition exa
te pour l'équivalente est très te
hnique).Remarque 16. Ces théorèmes seront bien entendus utilisés sans être 
ités lors de l'étude des variationsde fon
tions, 
omme vous en avez déjà l'habitude. Mais vous avez désormais une preuve 
omplète de
es résultats très 
lassiques.
10



3.3 Appli
ation à l'étude de suites ré
urrentesUne appli
ation extrêmement importante de l'IAF est l'étude de suites ré
urrentes. Très peu derésultats sont vraiment à 
onnaitre par 
oeur, mais 
omme les méthodes utilisées sont toujours lesmêmes, il est fortement souhaitable d'avoir une bonne 
onnaissan
e des te
hniques les plus fréquentes.Nous allons don
 énon
er les prin
ipaux résultats, puis étudier en détail un exemple.Dé�nition 11. Une suite ré
urrente est une suite véri�ant une relation de ré
urren
e du type
un+1 = f(un).Proposition 12. Les prin
ipaux résultats utilisés lors d'exer
i
es sur les suites ré
urrentes sont lessuivants. La plupart d'entre eux devront être redémontrés à 
haque fois :

• Si (un) est une suite ré
urrente 
onvergeant vers une limite �nie l, alors f(l) = l.
• Si u0 ∈ I et I est un intervalle stable par f (
'est-à-dire que f(I) ⊂ I), alors ∀n ∈ N, un ∈ I.Ce résultat est à redémontrer par ré
urren
e dans les exer
i
es. Cela mar
he aussi bien si 
'est

u1 (ou n'importe quelle autre valeur de la suite) qui appartient à I.
• La monotonie de la suite (un) s'obtient en étudiant le signe de f(x) − x.
• Si les valeurs de la suite appartiennent à un intervalle I tel que ∀x ∈ I, |f ′(x)| 6 M , et si l estun point �xe de f appartenant à I alors on aura ∀n ∈ N, |un+1 − l| 6 M |un − l| (
e résultatest une 
onséquen
e de l'IAF), puis |un − l| 6 Mn|u0 − l| (résultat se prouvant par ré
urren
eà partir du pré
édent), méthode très souvent utilisée pour prouver la 
onvergen
e de la suite

(un) vers l (ça mar
he très bien dès que M < 1).On peut également représenter graphiquement une suite ré
urrente de la façon suivante, 
e quipermet de 
onje
turer assez fa
ilement le 
omportement de la suite : on tra
e dans un même repèrela 
ourbe représentative Cf de la fon
tion f et la droite (D) d'équation y = x, on pla
e u0 sur l'axedes abs
isses, puis on tra
e la verti
ale passant par u0 jusqu'à 
ouper Cf , on 
ontinue horizontalementjusqu'à 
roiser la droite (D), et l'abs
isse du point obtenu est alors u1, auquel on peut appliquer lemême pro
édé. Ainsi :

0 1 2 3 4

0

1

2

3

4

u 0u 1u 2u 3

Exemple :Soit (un) la suite dé�nie par u0 > 2 et ∀n ∈ N, un+1 =
√

3un − 2. Commençons par étudier lafon
tion f dé�nie sur [

2

3
;+∞

[ par f(x) =
√

3x − 2. Cette fon
tion est 
ontinue sur son ensemble dedé�nition, dérivable sur ]

2

3
;+∞

[, de dérivée f ′(x) =
3

2
√

3x − 2
. La fon
tion f est don
 stri
tement
roissante. Tant que nous y sommes, 
her
hons les points �xes et le signe de f(x)− x (les deux vontensemble, habituellement...). On a f(x)−x =

√
3x − 2−x =

3x − 2 − x2

√
3x − 2 + x

. Le trinome au numérateur11



a pour dis
riminant ∆ = 9 − 8 = 1, et admet deux ra
ines x1 =
−3 − 1

−2
= 2 et x2 =

−3 + 1

−2
= 1.La 
ourbe représentative de f est située au-dessus de la droite d'équation y = x entre 1 et 2, eten-dessous le reste du temps (don
 entre 2

3
et 1, et entre 2 et +∞). À 
e stade, un joli dessin devraitsu�re à se 
onvain
re qu'en prenant u0 > 2, la suite (un) prendra toutes ses valeurs dans l'intervalle

[2;+∞[, sera dé
roissante et 
onvergera vers 2. Prouvons tout 
ela 
orre
tement :Premier point : l'intervalle [2;+∞[ étant stable par f , on va réussir à prouver par ré
urren
e lapropriété suivante : ∀n ∈ N, un > 2. C'est vrai par hypothèse pour u0, et si on suppose un > 2, ona alors f(un) > f(2) = 2, don
 un+1 > 2, 
e qui prouve l'hérédité. Le prin
ipe de ré
urren
e permetde 
on
lure.Deuxième point (fa
ultatif) : la monotonie. Comme on a ∀x > 2, f(x) − x 6 0, et que un > 2, onen déduit que f(un) − un 6 0, 
'est-à-dire un+1 − un 6 0. La suite (un) est don
 dé
roissante. À
e stade de l'exer
i
e, on peut en fait déjà déterminer la nature de (un) : la suite est dé
roissante,minorée par 2, don
 
onverge vers une limite l > 2. Comme les seuls points �xes de f sont 1 et 2,on en déduit qu'on a né
essairement lim
n→+∞

un = 2. On peut toutefois obtenir beau
oup mieux ave
l'IAF.Troisième point : majoration de l'erreur via l'IAF : on 
ommen
e par majorer la dérivée (ou plut�tsa valeur absolue) sur l'intervalle où se trouvent les valeurs de la suite. I
i, on a ∀x > 2, √3x − 2 > 2,don
 |f ′(x)| 6
3

4
(valeur absolue i
i super�ue, f ′ étant toujours positive). On peut alors en déduire,par l'IAF, que ∀(y, z) ∈ [2;+∞[2, |f(z)− f(y)| 6

3

4
|z − y|. Appliquons 
e résultat à y = 2 et z = un(qui appartient toujours à l'intervalle), on obtient |f(un) − f(2)| 6 |un − 2|. Or, f(un) = un+1, et

f(2) = 2 (d'où l'intérêt d'avoir un point �xe !), don
 |un+1 − 2| 6 |un − 2|.Il reste à e�e
tuer la petite ré
urren
e (toujours la même) pour prouver que |un−2| 6

(

3

4

)n

|u0−2|.Pour n = 0, 
'est évident, et si on suppose le résultat véri�é pour un, on a alors |un+1−2| 6
3

4
|un−2|(d'après l'appli
ation de l'IAF) 6

3

4
×

(

3

4

)n

|u0−2| (par hypothèse de ré
urren
e) 6

(

3

4

)n+1

|u0−2|,
e qui prouve l'hérédité. Comme lim
n→+∞

(

3

4

)n

= 0 (il est i
i essentiel que le réel majorant la dérivéede f soit stri
tement inférieur à 1 pour que 
ette suite géométrique 
onverge e�e
tivement vers 0),on en déduit par le théorème des gendarmes que lim
n→+∞

|un − 2| = 0, 
'est-à-dire que lim
n→+∞

un = 2.Ce genre de 
al
ul permet de déterminer assez fa
ilement, par exemple, un entier n à partir duquel
|un −2| 6 ε, ε étant un réel positif quel
onque. Autrement dit, on obtient fa
ilement une majorationde la distan
e entre un et la limite de la suite. C'est assez peu intéressant i
i puisqu'on 
onnait lavaleur de la limite, mais ça le sera beau
oup plus dans 
ertains 
as où on peut prouver que la suite
onverge vers un point �xe de la fon
tion f sans être 
apable de résoudre l'équation de point �xe.Un petit programme Pas
al (par exemple !) permettra alors d'obtenir des valeurs appro
hées de lalimite en en maitrisant l'erreur.Et pour 
on
lure 
e 
hapitre, un petit tableau ré
apitulatif des méthodes utilisées pour étudierles suites impli
ites (étudiées dans le 
hapitre 
onsa
ré à la 
ontinuité) et les suites ré
urrentes,du type de 
elle que nous venons d'étudier. Il va de soi qu'il est préférable de ne pas 
onfondre lesdeux types de suites. 12



Suites impli
ites Suites ré
urrentesDé�nition fn(un) = 0 ou f(un) = n un+1 = f(un)Majoration/ On 
al
ule fn(m) ou fn(M) On 
her
he un intervalleminoration et on utilise la monotonie de fn. stable par la fon
tion f .Monotonie Signe de fn+1(un) Signe de f(x) − xLimite On repart de fn(un) = 0 et On résout f(l) = l.on essaye de passer à la limite.
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