
Ensembles et appliationsECE3 Lyée Carnot7 otobre 2010Les ensembles sont les objets les plus basiques que l'on puisse manipuler en mathématiques. Ene�et, tout objet mathématique est un ensemble, auquel on ajoute éventuellement d'autres propriétésqui en font une fontion, une matrie ou plus simplement un entier (oui, un entier est un ensembleomme un autre, même si je ne m'étendrai pas là-dessus ii). Et pourtant, on ne dé�nit jamais equ'est un ensemble mathématique. En e�et, la notion d'ensemble est tellement élémentaire qu'on nepeut pas s'appuyer sur une autre notion pour la dérire.1 EnsemblesDé�nition 1. Un ensemble E est une olletion d'objets. On peut dé�nir un ensemble mathéma-tique en nommant tous les objets le onstituant, par exemple E = {4; 5; 6; 7; 8} ou en les aratérisantpar une propriété ommune, par exemple E = {n ∈ N | 4 6 n 6 8}. Ce deuxième type de dé�nitionfait souvent intervenir un autre ensemble.Dé�nition 2. Deux ensembles sont égaux s'ils sont onstitués des mêmes éléments. Un ensemble
E est inlus dans un ensemble F si tous les éléments de E appartiennent à F , e qu'on note E ⊂ F .On dit aussi que E est un sous-ensemble de F , et on parle de sous-ensemble propre lorsqu'enplus E 6= F (on peut également noter E ( F pour un sous-ensemble propre).Remarque 1. Pour prouver que E ⊂ F , on onsidère généralement un élément quelonque de E, eton essaie de prouver qu'il appartient à F . Pour montrer l'égalité de deux ensembles, on proèderasouvent par double inlusion : on prouve séparément E ⊂ F et F ⊂ E.Dé�nition 3. L'ensemble ne ontenant auun élément, appelé ensemble vide, est noté ∅.Dé�nition 4. Soient A et B deux ensembles inlus dans un même ensemble E. On dé�nit laréunion de A et de B par A ∪ B = {x ∈ E | x ∈ Aoux ∈ B} ; et l'intersetion de A et de B par
A ∩ B = {x ∈ E | x ∈ A et x ∈ B}.Remarque 2. On peut très bien dé�nir des unions ou intersetions de plus de deux ensembles, qu'onnotera souvent en utilisant une variable muette omme pour les sommes et les produits. On peutmême avoir des unions ou intersetions in�nies, par exemple, ⋂
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Ai ⇔ ∃i ∈ I, x ∈ Ai.Proposition 1. Les propriétés élémentaires sur les opérations de réunion et d'intersetion sont lessuivantes :
• A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C (on peut don noter A ∪ B ∪ C).
• A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ C (on peut don noter A ∩ B ∩ C).
• A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C).
• A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C).
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Démonstration. L'assoiativité des deux opérations (les deux premières propriétés) est évidente.L'ensemble A ∪B ∪C est simplement onstitué des éléments appartenant à un (au moins) des troisensembles A, B et C, ei ne dépend absolument pas de l'ordre dans lequel on fait les réunions. Demême pour l'intersetion.Montrons que A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C). Soit x ∈ A ∩ (B ∪ C), ela signi�e que x ∈ Aet soit x ∈ B, soit x ∈ C. Dans le premier as, x ∈ A ∩ B, dans le deuxième x ∈ A ∩ C, dondans les deux as x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C), et la première inlusion est vraie. Dans l'autre sens, si
x ∈ (A∩B)∪ (A∩C), on a soit x ∈ A∩B, soit x ∈ A∩C. Dans les deux as, x ∈ A, et x appartientà l'un des deux ensembles B et C, don x ∈ A ∩ (B ∪ C), e qui montre la deuxième inlusion. Ladeuxième propriété de distributivité se montre de façon similaire.Dé�nition 5. Soit A un sous-ensemble d'un ensemble E. On dé�nit le omplémentaire de A dans
E par A = {x ∈ E | x /∈ A}. Plus généralement, si B est un autre sous-ensemble de E, on peut dé�nirle omplémentaire de A dans B (aussi appelé di�érene de B et de A) par B\A = {x ∈ B | x /∈ A}.
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A ∩ BExemple : Soit E = R et A = [−3; 5], alors A =] −∞; 3[∪]5;+∞[.Proposition 2. Lois de Morgan. Deux propriétés symétriques à retenir :
• A ∪ B = A ∩ B
• A ∩ B = A ∪ BDémonstration. Ne pas appartenir à A ou à B est équivalent à n'appartenir ni à A, ni à B. C'estjuste ei que retransrit la première loi de Morgan. La deuxième est similaire.Dé�nition 6. Une partition d'un ensemble E est un ensemble de sous-ensembles A1, . . ., An de

E véri�ant n⋃

i=1

Ai = E et ∀i ∈ {1; . . . ;n}, ∀j 6= i, Ai ∩ Aj = ∅. Autrement dit, tout élément de Eappartient à un et un seul des ensembles Ai.Exemple : Si on note A = {n ∈ N | n est pair } et B = {n ∈ N | n est impair }, les ensembles A et
B forment une partition de N.Remarque 3. On peut en fait dé�nir de même la notion de partition in�nie.Dé�nition 7. Le produit artésien de deux ensembles E et F est l'ensemble onstitué de tous lesouples d'éléments (x, y), ave x ∈ E et y ∈ F . On le note E × F .Remarque 4. Les notations sont très importantes : l'ensemble {2; 3} est onstitué de deux éléments(les entiers 2 et 3), alors que l'ensemble {(2, 3)} est onstitué d'un seul élément, la paire d'entiers
(2, 3).Remarque 5. Enore une fois, on généralise failement à plus de deux ensembles.Remarque 6. Lorsque E = F , on note E2 plut�t que E × E, et plus généralement
E × E × · · · × E
︸ ︷︷ ︸

n fois = En.Dé�nition 8. L'ensemble des parties d'un ensemble E, noté P(E), est l'ensemble dont les élémentssont les sous-ensembles de E.Exemple : Si E = {1; 2; 3}, P(E) = {∅; {1}; {2}; {3}; {1; 2}; {1; 3}; {2; 3}; {1; 2; 3}}.2



2 AppliationsUne appliation est un as partiulier de e que vous avez l'habitude d'appeler une fontion. Ladi�érene est qu'une appliation doit être dé�nie sur tout son ensemble de départ, alors qu'on parlepar exemple de fontion de R dans R pour la fontion inverse (mais on peut très bien parler del'appliation inverse de R∗ dans R).Dé�nition 9. Une appliation f est la donnée d'un ensemble E, appelé ensemble de départ del'appliation, d'un ensemble F appelé ensemble d'arrivée, et pour haque élément x de E, d'un uniqueélément de F noté f(x). On appelle f(x) image de l'élément x par f , et si y ∈ E, les éléments x de
E véri�ant f(x) = y sont appelés antéédents de y par f (un élément y peut très bien ne pas avoird'antéédent, ou au ontraire en avoir plusieurs).Exemple : L'appliation x → x, dé�nie sur un ensemble quelonque E, est appelée appliationidentité, souvent notée id (ou idE si on veut bien préiser l'ensemble de départ). La fontion x 7→

3

x − 2
est une appliation de R\{2} dans R.Remarque 7. Deux appliations sont identiques si elles ont même ensemble de départ, même ensembled'arrivée et envoient un même élément sur une même image. Par exemple, les fontions d'une variableréelle f : x 7→ x − 4 et g : x 7→ x2 − 5x + 4

x − 1
sont di�érentes, même si elles oïnident sur R\{1} :elles n'ont pas le même ensemble de dé�nition.Dé�nition 10. Soit f : E → F une appliation et E′ un sous-ensemble de E. L'appliation g : E′ →

F dé�nie par ∀x ∈ E′, g(x) = f(x) est appelée restrition de f au sous-ensemble E′ et notée f|E′.On dit egalement que f est un prolongement de g à E.Exemple : La fontion x → x ln x, dé�nie sur R∗
+, peut se prolonger en une fontion f̃ dé�nie etontinue sur R+ en posant f̃(0) = 0. En pratique, on utilise souvent la même notation pour désignerle prolongement que pour la fontion d'origine, même si 'est un abus de notation.Dé�nition 11. Soient f : E → F et g : F → G deux appliations, alors la omposée de g et de fest l'appliation g ◦ f : E → G dé�nie par g ◦ f(x) = g(f(x)).Remarque 8. La omposition n'est bien sûr pas ommutative ; en général, f ◦g n'est même pas dé�niequand g ◦ f l'est.Exemple : On onsidère les fontions f : R → R+ et g : R+ → R dé�nies par f(x) = x2 et

g(x) =
√

x ; alors g ◦ f(x) = |x| et f ◦ g(x) = x (la première omposée étant dé�nie sur R et ladeuxième sur R+).Dé�nition 12. Soit f : E → F une appliation, f est dite injetive si ∀(x, x′) ∈ E2, f(x) =
f(x′) ⇒ x = y ; f est dite surjetive si ∀y ∈ F,∃x ∈ E, f(x) = y ; en�n, f est dite bijetive sielle est à la fois injetive et surjetive.

f injetive f surjetive f bijetive3



Remarque 9. Autrement dit, f est injetive si tout élément de F a au plus un antéédent par f ,surjetive si tout élément de F a au moins un antéédent de F , et bijetive si tout élément de F aexatement un antéédent par f . On peut aussi dé�nir une appliation injetive de la façon suivante :
x 6= x′ ⇒ f(x) 6= f(x′).Exemples : L'appliation x 7→ x2, qui va de R dans R+, est surjetive (tout réel positif admet uneraine arrée) mais pas injetive ar par exemple 2 et −2 ont la même image par f . L'appliationraine arrée est par ontre bijetive de R+ dans lui-même.Proposition 3. Soient f : E → F et g : F → G deux appliations. Si f et g sont injetives alors
g ◦ f est injetive. Si f et g sont surjetives, alors g ◦ f est surjetive.Démonstration. Supposons g et f injetives, et soient x, x′ ∈ E2 tels que g(f(x)) = g(f(x′)). Parinjetivité de g, on a alors néessairement f(x) = f(x′), puis par injetivité de f , x = x′, e quiprouve l'injetivité de g ◦ f . Supposons désormais g et f surjetives et soit z ∈ G. Par surjetivitéde g, ∃y ∈ F , z = g(y), puis par surjetivité de f , ∃x ∈ E, y = f(x). Mais alors z = g ◦ f(x), don
z a un antéédent par g ◦ f , e qui prouve sa surjetivité.Remarque 10. La réiproque de es propriétés est totalement fausse, voir la feuille d'exeries pourquelques exemples.Proposition 4. Une appliation f : E → F est bijetive si et seulement si il existe g : F → E telleque g ◦ f = idE et f ◦ g = idF . L'appliation g est alors appelée bijetion réiproque de f (ouréiproque tout ourt) et notée f−1.Remarque 11. Cette réiproque, bien que notée f−1, n'a rien à voir ave la fontion inverse de f , quepour ette raison nous noterons toujours 1

f
. Notons au passage que f−1 est e�etivement bijetive,de réiproque f ('est évident une fois le théorème démontré).Démonstration. Supposons f bijetive et soit y ∈ F . Il existe un unique antéédent x de y par f ,on pose g(y) = x. On a alors par onstrution f ◦ g(x) = x, don f ◦ g = idF . De plus, si x ∈ E,

g(f(x)) est un antéédent de f(x), mais omme il n'y en qu'un ça ne peut être que x, don on aaussi g ◦ f = idE .Réiproquement, si g ◦ f = idE et f ◦ g = idF , onsidérons x et x′ tels que f(x) = f(x′), on a alors
g ◦ f(x) = g ◦ f(x′), don x = x′, e qui prouve l'injetivité de f . Soit maintenant y ∈ F , alors g(y)est un antéédent de y par f puisque f ◦ g(y) = y, don f est sujetive. L'appliation f est donbijetive.Remarque 12. Vous onnaissez déjà quelques exemples lassiques de bijetions réiproques, notam-ment ln (bijetive de R∗

+ dans R) et exp (bijetive réiproque de ln de R dans R∗
+). Vous savezégalement que les représentations graphiques de es deux fontions sont symétriques par rapport àla droite d'équation y = x. C'est une propriété générale des fontions réiproques.Exemple : L'appliation f : x 7→ 3x + 6 est bijetive de R dans R et son appliation réiproque estl'appliation g : x 7→ 1

3
x−2. En e�et, g ◦f(x) =

1

3
(3x+6)−2 = x et f ◦g(x) = 3

(
1
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)

+6 = x.Proposition 5. Soient f : E → F et g : F → G deux appliations bijetives, alors g ◦ f : E → Gest une appliation bijetive et (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.Démonstration. f et g étant à la fois injetives et surjetives, g◦f est à la fois injetive et surjetive (fplus haut) don bijetive. De plus, ∀x ∈ E, f−1◦g−1◦g◦f(x) = f−1((g−1◦g)(f(x))) = f−1(f(x)) = xet de même ∀x ∈ G, g ◦ f ◦ f−1 ◦ g−1(x) = x.Dé�nition 13. Soit f : E → F une appliation et A ⊂ E. On appelle image (direte) de Al'ensemble des images des éléments de A : f(A) = {y ∈ F | ∃x ∈ A, f(x) = y}. Soit maintenant
B ⊂ F , on appelle image réiproque de B par F l'ensemble des antéédents d'élements de B :
f−1(B) = {x ∈ E | f(x) ∈ B}. 4



Remarque 13. La deuxième notation n'a pas été hoisie de façon ontraditoire ave la dé�nitiond'appliation réiproque (enore heureux). Si f est bijetive, l'image réiproque d'une partie B de Fest onfondue ave son image direte par f−1.Exemple : Considérons l'appliation f : x 7→ x2 de R dans R, alors f([2; 5]) = [4; 25] ; f([−1; 3]) =
[0; 9] ; f−1([4; 9]) = [−3;−2] ∪ [2; 3].
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