
Devoir Maison n�6 : 
orrigéECE3 Ly
ée Carnot27 avril 2011Problème 1 (Ba
 C 1993)Partie A.1. La fon
tion h1 est dé�nie et C∞ sur ]0;+∞[, de dérivée h′

1(x) = 1−
1

x
=

x− 1

x
. Cette dérivées'annule pour x = 1, la fon
tion h1 est don
 dé
roissante sur ]0; 1] et 
roissante sur [1;+∞[.Elle admet pour minimum global h1(1) = 1, don
 est bien stri
tement positive sur ]0;+∞[.2. Au vu de la question pré
édente, le dénominateur de f1 ne s'annule jamais sur ]0;+∞[, et f1est don
 dé�nie et C∞ sur 
et intervalle (quotient de fon
tion usuelles). Elle admet pour dérivée

f ′

1(x) =
x− lnx− x(1− 1

x
)

(x− ln x)2
=

1− ln x

(x− ln x)2
. Cette dérivée est du signe de 1− ln x, qui s'annulepour x = e. La fon
tion f1 est 
roissante sur ]0; e] et dé
roissante sur [e; +∞[. Elle admet unmaximum global pour x = e, de valeur f1(e) =

e

e− 1
.En +∞, on a f1(x) ∼

x

x
(
roissan
e 
omparée), don
 lim

x→+∞

f1(x) = 1 (asymptote horizontale).En 0, pas de problème, il n'y a pas de forme indéterminée, et lim
x→0

f1(x) = 0. D'où le tableausuivant :
x 0 e +∞

f ′(x) + 0 −

f(x)

0

��
�

�

e

e− 1HHHj
13. Le fait qu'il s'agisse d'un prolongement par 
ontinuité dé
oule dire
tement du 
al
ul de la limiteen 0. Pour la dérivée, 
her
hons à applpiquer le théorème de prolongement C1 : la fon
tion estdon
 
ontinue sur [0;+∞[, C1 sur ]0;+∞[, reste la limite de f ′

1 en 0 : f ′

1(x) =
1− ln x

(x− ln x)2
∼
0

− ln x

(− ln x)2
∼ −

1

lnx
. Cette dérivée a pour limite 0 en 0, la fon
tion ϕ1 est don
 C1 sur [0;+∞[,et ϕ′

1(0) = 0 (tangente horizontale).Partie B.1. Comme dans la première partie, la fon
tion est C∞ sur ]0;+∞[, de dérivée h′

n(x) = nxn−1−
1

x
=

nxn − 1

x
. Cette dérivée s'annule lorsque xn =

1

n
, 
'est-à-dire x =

1

n
1

n

. Cette valeur appartenantà ]0; 1[, son image par hn est positive : au dénominateur, on a 1− ln

(

1

n
1

n

)

> 0. On en déduitla stri
te positivité de hn. 1



2. La fon
tion gn est dé�nie et C∞ sur ]0;+∞[, et g′n(x) = n(1− n)xn−1 −
1

x
=

n(1− n)xn − 1

x
.Puisque n > 2, le numérateur de 
ette dérivée est toujours négatif, et la fon
tion gn est don
stri
tement 
roissante. Comme gn a pour limite +∞ en 0 (pas de forme indéterminée i
i), et

−∞ en +∞ (pas de forme indéterminée non plus !), gn est don
 bije
tive de ]0;+∞[ sur R, ets'annule une fois.Pour 
omparer an et 1, il su�t de 
al
uler gn(1) = 2− n 6 0. On a don
 an 6 1. Pour n = 2,on 
onstate que g2 s'annule en 1, don
 a2 = 1.3. (a) Cal
ulons don
 (la fon
tion est dé�nie et dérivable sur ]0;+∞[ puisque son dénomina-teur ne s'y annule pas) : f ′

n(x) =
xn − ln x− x(nxn−1 − 1

x
)

(xn − ln x)2
=

xn − ln x− nxn + 1

(xn − ln x)2
=

gn(x)

(xn − ln x)2
. La fon
tion fn est don
 stri
tement 
roissante sur ]0; an], et dé
roissante sur

[an; +∞[.(b) En 0, la limite vaut toujours 0 sans problème. En +∞, on a désormais une fon
tionéquivalent à x

xn
, qui tend don
 vers 0. D'où un tableau ressemblant à 
e
i :

x 0 an +∞

f ′(x) + 0 −

f(x)

0

��
�

�

fn(an)

@
@

@R
04. (a) On fait exa
tement la même 
hose que dans la première partie : puisque la fon
tion tendvers 0 en 0, on prolonge par 
ontinuité en posant ϕn(0) = 0. Il ne reste qu'à 
al
uler lalimite de la dérivée pour appliquer le théorème de prolongement C1 : tout 
omme pour

f ′

1, f ′

n(x) ∼
0

− ln x

(− ln x)2
, don
 la dérivée a pour limite 0, et ϕn est don
 dérivable en 0, ave
une tangente horizontale à l'origine.(b) Pour ϕ2, on peut 
al
uler la valeur du maximum puisqu'on sait que a2 = 1 : f2(1) = 1.On obtient une 
ourbe ressemblant à 
e
i :

0 1 2 3 4 5

0

1

Partie C.1. Puisque h1 est 
roissante sur [1; 3], on a ∀x ∈ [1; 3], x − ln x ∈ [1; 3 − ln 3], don
 1

3− ln 3
6

1

(x− ln x)2
6 1. Sur 
e même intervalle, on a 1 − ln 3 6 1 − ln x 6 1. Il faut faire trèsattention, avant de multiplier les en
adrements, au fait que dans le dernier, on a 1− ln 3 6 0.Sur l'intervalle [1; e], où tout est positif, on a don
 0 6 f ′

1(x) 6 1, mais sur [e, 1], on obtient
1− ln 3

1
6 f ′(x) 6 0. Peu importe, puisque 
e minorant négatif est plus grand que −1, 
e quipermet tout de même de 
on
lure que |f ′

1(x)| 6 1.2



2. (a) Il su�t d'utiliser l'inégalité démontrée juste au-dessus, sous la forme −1 6 f ′

1(x) 6 1, pourprouver que, ∀(α, x) ∈ [1; 3]2 tels que α 6 x (tout 
ela fait bien partie des hypothèses del'énon
é), −1(x− α) 6 f1(x)− f1(α) 6 1(x− α). Ce
i est bien l'en
adrement demandé.(b) Il ne reste plus qu'à intégrer l'inégalité pré
édente : ∫ β

α

(α−x)dx 6 A−J 6

∫ β

α

(x−α)dx.Ensuite, on sépare simplement l'intégrale du milieu en deux via la linéarité de l'intégrale.(
) Cal
ulons l'intégrale de droite ∫ β

α

(x − α)dx =

[

x2

2
− αx

]β

α

=
β2

2
−

α2

2
− αβ + α2 =

β2 + α2 − 2αβ

2
=

(β − α)2

2
. L'intégrale de gau
he étant simplement l'opposé de 
elle-
i,on obtient bien |A− J | 6

(β − α)2

2
.3. En utilisant les résultats des questions pré
édentes, on aura ∀k ∈ {0; 1; . . . ;n− 1}, |Ak − Jk| 6

(xk+1 − xk)
2

2
=

2

n2
. Or, on a A = A0 + A1 + · · ·+ An−1. On peut don
 é
rire |A− (J0 + J1 +

· · ·+Jn−1)| = |(A0−J0)+ (A1−J1)+ · · ·+(An−1−Jn−1)| 6 |A0−J0|+ · · ·+ |An−1−Jn−1| 6

n×
2

n2
=

2

n
(on a utilisé l'inégalité triangulaire au milieu de 
al
ul).Au vu de 
ette inégalité, on sait que J0 +J1+ · · ·+Jn−1 sera une valeur appro
hée à 0.1 près de

A dès que 2

n
6 0.1, 
'est-à-dire pour n > 20. Prenons don
 n = 20, on a alors x0 = 1 ; x1 = 1.1,

x2 = 1.2, . . ., x19 = 2.9, et A ≃ J0 + J1 + · · · + J19 =

∫ 1.1

1
f1(1)dx + · · · +

∫ 3

2.9
f1(2.9)dx =

0.1(f1(1) + f1(1.1) + · · · + f1(2.9)). Si on a une 
al
ulatri
e sous la main, on peut 
al
uler
A ≃ 2.9.
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Problème 2 (HEC 2008)1. Appliquons don
 dans la joie et la bonne humeur le pivot de Gauss à notre matri
e R :
R =









0 1 −6 1
1 0 5 0
−1 0 1 0
0 −1 0 0









I =









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









L1 ← L2

L3 ← L3 + L2

L4 ← L4 + L1









1 0 5 0
0 1 −6 1
0 0 6 0
0 0 −6 1

















0 1 0 0
1 0 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1









L4 ← L4 + L3









1 0 5 0
0 1 −6 1
0 0 6 0
0 0 0 1

















0 1 0 0
1 0 0 0
0 1 1 0
1 1 1 1









L1 ← 6L1 − 5L3

L2 ← L2 + L3 − L4









6 0 0 0
0 1 0 0
0 0 6 0
0 0 0 1

















0 1 −5 0
0 0 0 −1
0 1 1 0
1 1 1 1









L1 ← L1/6

L3 ← L3/6









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

















0 1
6 −5

6 0
0 0 0 −1
0 1

6
1
6 0

1 1 1 1









La matri
e R est bien inversible, d'inverse R−1 =









0 1
6 −5

6 0
0 0 0 −1
0 1

6
1
6 0

1 1 1 1









.2. (a) C'est un 
al
ul peu passionnant : R−1S =









0 −1
6

5
6 0

0 0 0 0
0 5

6
5
6 0

9 9 9 9









, puis R−1SR =









−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 5 0
0 0 0 9









.(b) Notons D la matri
e diagonale 
al
ulée à la question pré
édente, et prouvons par ré
ur-ren
e que Sn = RDnR−1 : 
'est vrai pour n = 1, 
ar S = R(R−1SR)R−1 = RDR−1 ; ensupposant la formule exa
te au rang n, on a ensuite Sn+1 = S×Sn = (RDR−1)(RDnR−1) =

RDn+1R−1. On en déduit don
 que Sn = R









(−1)n 0 0 0
0 0 0 0
0 0 5n 0
0 0 0 9n









R−1, soit
Sn =











9n 9n − 5n 9n − 5n 9n

0 (−1)n+5n+1

6
5n+1

−5(−1)n

6 0

0 5n
−(−1)n

6
5n+5(−1)n

6 0
0 0 0 0











.3. (a) Si personne n'est 
ontagieux au jour n (
'est 
e que signi�e Xn = 0), personne ne le seraau jour n + 1 (puisque personne n'aura pu être 
ontaminé), soit PXn=0(Xn+1 = 0) = 1,et PXn=0(Xn+1 = 1) = PXn=0(Xn+1 = 2) = PXn=0(Xn+1 = 3) = 0.4



(b) Si tout les individus sont 
ontagieux au jour n (hypothèse Xn = 3), d'après l'énon
é,ils seront tous sains le jour n + 1 don
 PXn=3(Xn+1 = 0) = 1 et PXn=3(Xn+1 = 1) =
PXn=3(Xn+1 = 2) = PXn=3(Xn+1 = 3) = 0.(
) Si on suppose Xn = 1 réalisé, il y a don
 un individu 
ontagieux au jour n et deuxindividus sains. Cha
un de 
es deux individus a don
 une probabilité p =

1

3
de devenir
ontagieux (indépendemment l'un de l'autre), le nombre de personnes 
ontaminées suivradon
 bien une loi bin�miale de paramètre (

2;
1

3

).Si Xn = 2, il y a 
ette fois-
i un seul individu sain (et don
 sus
ptible d'être 
ontaminé),don
 Xn+1 suivra une loi de Bernouilli. Reste à déterminer son paramètre, 
'est-à-dire laprobabilité que l'individu sain soit 
ontaminé, sa
hant qu'il a deux possibilités de se faire
ontaminer puisqu'il y a deux malades. Autrement dit, la probabilité qu'il ne soit pas
ontaminé vaut (

1−
1

3

)2

=
4

9
. La loi de Xn+1 sera don
 bien bin�miale de paramètre

(

1;
5

9

).(d) D'après la question pré
édente, il s'agit simplement de 
al
uler des espéran
es de loisbin�miales, don
 EXn=1(Xn+1) = 2×
1

3
=

2

3
et EXn=2(Xn+1) =

5

9
.4. (a) On a don
 la loi suivante pour X0 : P (X0 = 0) =

(

3

0

)(

1

3

)0 (

2

3

)3

=
8

27
; P (X0 =

1) =

(

3

1

)(

1

3

)1 (

2

3

)2

=
12

27
=

4

9
; P (X0 = 2) =

(

3

2

)(

1

3

)2 (

2

3

)1

=
2

9
et P (X0 = 3) =

(

3

3

)(

1

3

)3 (

2

3

)0

=
1

27
. Les quatre évènements dont on vient de 
al
uler les probabilitésforment un système 
omplet d'évènements, on peut appliquer (quatre fois) la formule desprobabilités totales pour déterminer la loi de X1.Commençons par pré
iser les probabilités 
onditionnelles manquantes : au vu de la ques-tion c, PXn=2(Xn+1 = 0) =

4

9
; PXn=2(Xn+1 = 1) =

5

9
et PXn=2(Xn+1 = 2) =

PXn=2(Xn+1 = 3) = 0 ; et PXn=1(Xn+1 = 0) =

(

2

0

)

×

(

1

3

)0 (

2

3

)2

=
4

9
; PXn=1(Xn+1 =

1) =

(

2

1

)

×
1

3
×

2

3
=

4

9
et PXn=1(Xn+1 = 2) =

1

9
.On a don
 P (X1 = 0) = P (X0 = 0) × PX0=0(X1 = 0) + P (X0 = 1) × PX0=1(X1 =

0) + P (X0 = 2) × PX0=2(X1 = 0) + P (X0 = 3) × PX0=3(X1 = 0) =
8

27
× 1 +

4

9
×

4

9
+

2

9
×

4

9
+

1

27
× 1 =

51

81
. De même, P (X1 = 1) =

8

27
× 0 +

4

9
×

4

9
+

2

9
×

5

9
+

1

27
× 0 =

26

81
;

P (X1 = 2) =
8

27
× 0 +

4

9
×

1

9
+

2

9
× 0 +

1

27
× 0 =

4

81
, et P (X1 = 3) = 0 (toutes lesprobabilités 
onditionnelles sont nulles). Résumons tout 
ela dans un tableau :

k 0 1 2 3

P (X1 = k) 51
81

26
81

4
81 0D'où une espéran
e E(X1) =

26 + 2× 4

81
=

34

81
.(b) Cal
ulons la somme en question en reprenant les résultats de la question 3.d) : i=3

∑

i=0

EX0=i(X1)×

P (X0 = i) = 0×
8

27
+

2

3
×

4

9
+

5

9
×

2

9
+ 0×

1

27
=

34

81
, l'égalité est véri�ée.5. (a) Les quatre évènements formant un système 
omplet, on aura un + vn + wn + tn = 1.5



(b) D'après la formule des probabilités totales,
Un+1 =









PXn=0(Xn+1 = 0) PXn=1(Xn+1 = 0) PXn=2(Xn+1 = 0) PXn=3(Xn+1 = 0)
PXn=0(Xn+1 = 1) PXn=1(Xn+1 = 1) PXn=2(Xn+1 = 1) PXn=3(Xn+1 = 1)
PXn=0(Xn+1 = 2) PXn=1(Xn+1 = 2) PXn=2(Xn+1 = 2) PXn=3(Xn+1 = 2)
PXn=0(Xn+1 = 3) PXn=1(Xn+1 = 3) PXn=2(Xn+1 = 3) PXn=3(Xn+1 = 3)









Un,
'est-à-dire que M =









1 4
9

4
9 1

0 4
9

5
9 0

0 1
9 0 0

0 0 0 0









.(
) On 
onstate simplement que M =
1

9
S, don
 Mn =

1

9n
Sn.(d) Une petit ré
urren
e permet de prouver que Un = MnU0 (en e�et, 
'est trivialement vraipour n = 0, et si on le suppose au rang n, alors Un+1 = MUn = M(MnU0) = Mn+1U0),don
 en e�e
tuant le produit matri
iel sur les deux premières lignes, un =

1

9n
(9nu0+(9n−

5n)v0 + (9n− 5n)w0 + 9nt0) = u0 + v0 + w0 + t0−

(

5

9

)n

(v0 + w0) = 1−

(

5

9

)n

(v0 + w0) ;et vn =
1

9n

(

(−1)n + 5n+1

6
v0 +

5n+1 − 5(−1)n

6
w0

)

=
5n+1(v0 + w0) + (−1)n(v0 − 5w0)

6× 9n
.6. (a) Les évènements (Xn = 0) forment une suite 
roissante d'évènements (puisque Xn =

0 ⇒ Xn+1 = 0, dont l'union représente toutes les situations où l'épidémie �nira par êtreéradiquée (puisque, si Xn = 0, plus personne ne retombera malade).(b) On n'a pas en
ore vu en 
ours le théorème de la limite monotone, qui dit que pour une suite
roissante d'évènements, la probabilité de l'union est égale à la limite des probabilités,mais 
'est assez intuitif : puisque Xn = 0 re
ouvre de plus en plus de 
as et que l'unionde tous 
es 
as représente l'éradi
tion de la maladie, la probabilité un va se rappro
herquand n tend vers +∞ de 
elle que la maladie soit éradiquée. Autre façon de voir les
hoses : un représente la probabilité que la maladie soit éradiquée en moins de n jours. Enprenant la limite, on obtient la probabilité que la maladie soit éradiquée, sans pré
iser letemps à attendre. Au vu de la formule obtenue et du fait que 5

9
∈]−1; 1[, 
ette limite vaut

1 quelles que soient les valeurs de v0 et w0 (et a fortiori de u0 et t0 qui n'interviennentpas dans l'expression de un), 
e qui signi�e bien que le virus disparait presque sûrement,indépendamment de la loi de X0.
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