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Probléme 1 (bac C 1993)

Partie A.

1. Etudier sur I'intervalle ]0;+oo[ le sens de variation de la fonction hi définie par hy(z) =
x — In(x).
Montrer que pour tout réel z appartenant a 'intervalle |0; +oo[ on a hy(x) > 0.
On définit alors sur U'intervalle |0; +oof la fonction f; par fi(z) = S —

x — In(x)

2. Etudier le sens de variation de la fonction f.
Déterminer les limites de f; aux bornes de I'intervalle ]0; +o0l.
Dresser le tableau de variations de fi.

3. On consideére la fonction ¢ définie sur I'intervalle [0; 400 par { :2 Eg; z (J)Cl (2) §izr>0

Montrer que ¢ est un prolongement par continuité de fi et étudier la dérivabilité de ¢; en 0.

Partie B.

Dans cette partie, n désigne un entier naturel supérieur ot égal a 2.

1. Etudier sur intervalle ]0; +oo[ le sens de variation de la fonction h, définie par h,(z) =

2" —In(z).
En déduire que pour tout réel x appartenant a l'intervalle |0; +00[ on a : hy,(x) > 0.
On définit alors sur I'intervalle |0; +o0[ la fonction f, par f,(z) = S —

" — In(x)

2. On définit sur l'intervalle |0; 400 la fonction g, par g,(z) =1+ (1 —n)z™ — In(z).
Montrer que g,, est strictement croissante sur I'intervalle ]0; +ool.
En déduire lexistence d’un réel unique a,, tel que : g,(a,) = 0.

Comparer a,, et 1. Quelle est la valeur de as ?

3. (a) Démontrer que pour tout x de l'intervalle |0; 4+o00[, on a f] (z)

En déduire le sens de variation de fi,.
(b) Préciser les limites de f,, aux bornes de ]0; +00[ et dresser le tableau des variations de f,,.

4. (a) En vous aidant la la question 3 de la partie A., montrer que f, admet un prolongement
par continuité ¢,, dérivable sur [0; +oo].

(b) Tracer la représentation graphique Cy de 9 dans un repére orthonormé (unité 4 cm).



Partie C.
3
Calcul approché de U'intégrale / fi(xz)dz par la méthode des rectangles.
1

1. En utilisant la question A.1, déterminer lorsque x appartient a 'intervalle [1; 3], un encadrement
de x — In(z). En déduire que pour tout x de l'intervalle [1;3], on a |f](z)| < 1.

3
2. On considére deux nombres réels a et 3 tels que 1 < a < 8 < 3 et on pose A = / fi(x)dx et
1

J:iﬁgﬁﬂﬂdm

(a) En utilisant I'inégalité des accroissements finis, démontrer que pour tout nombre réel x
appartenant a U'intervalle [o; 8], on a @ — z < fi(z) — fi(a) <z — «a.

B B
(b) En déduire que / (o —x)dx < A—J < / (x — a)dz.
(6% (6%
1
(¢) Montrer que |A — J| < 5(5 —a)?.
3. On partage l'intervalle [1; 3] en n intervalles de méme longueur en utilisant les réels g, 1, ..., T,

2
telsque l =29 <1 < -+ < xp_1 < xp = 3. On a donc zp 1 — ) = — pour k appartenant a
n

Tr41 Te+1
{0;1;...;n —1}. On pose Ay = / fi(z)dz et Jy, = / fi(zy)de.
X T :;k
Démontrer que / filxyde — (Jo+ 1+ + Ju-1)| < e
1

3
En déduire une valeur approchée de / fi(x)dz & 107! prés. On légitimera le choix de n.
1

Probléme 2 (adapté de HEC 2008)

Dans tout le probléeme, N désigne un entier naturel fixé supérieur ou égal & 2, et p un réel fixé de
I'intervalle ]0,1[. On pose : ¢ = 1 — p. Soit n un entier naturel quelconque.

Dans une population de N individus, on s’intéresse a la propagation d’un certain virus. Chaque jour,
on distingue dans cette population deux catégories d’individus : en premier lieu, les individus sains,
c’est-a-dire ceux qui ne sont pas porteurs du virus, et les individus contaminés par le virus et qui
sont contagieux. Ces catégories évoluent jour aprés jour selon le modéle suivant :

e chaque jour n, chaque individu sain peut étre contaminé par n’importe lequel des individus
contagieux ce jour avec la méme probabilité p, ces contaminations éventuelles étant indépen-
dantes les unes des autres.

e un individu contaminé le jour n devient contagieux le jour n + 1.

e chaque individu contagieux le jour n redevient sain le jour n + 1.

On note alors X, le nombre aléatoire d’individus contagieux le jour n. On remarquera que si, pour
un certain entier naturel ¢, on a X; = 0, alors on a aussi X;;+1 = 0.

Partie I. Un cas particulier

1
Dans cette partie uniquement, on suppose que 'ona: N =3 et p = 3 On considére les matrices

9 4 4 9 0 1 -6 1
0450 1 0 5 0
S=lo100|9E= 1 0 1 o
0000 0 -1 0 0

1. Montrer que la matrice R est inversible et calculer son inverse R~



2. (a) Calculer le produit matriciel R~!SR.
(b) En déduire, pour tout n de N I'expression de la matrice S™.

3. Soit n un entier fixé de N.

(a) Déterminer, pour tout entier k, la probabilité conditionnelle de Px, —o(Xp 41 = k).
(b) Déterminer, pour tout entier k, la probabilité conditionnelle de Py, —3(X,+1 = k).
(c) Vérifier qu’en supposant I’événement X,, = 1 réalisé (respectivement X,, = 2 réalisé), la

1 )
loi de X,,11 est la loi binomiale de parameétres <2, §> (resp. (l, §> ).

(d) On note Ex,—;(X,+1) lespérance de la loi obtenue pour la variable X, 1 en suppo-
sant vérifié 'événement X,, = i. Déterminer les valeurs respectives de Ex,—1(X,+1) et
Ex,=2(Xn41).

1
4. On suppose, uniquement dans cette question, que X suit la loi binomiale de paramétre (3, §> .

(a) Déterminer la loi de X et calculer E(X7).

i=3
(b) Vérifier la formule suivante : E(X;) = Z Ex,=i(X1) x P(Xo =1).
i=0
Up, P(X,=0)
. e . v | | PXn=1)
5. Pour tout entier naturel n, on définit la matrice U, = we | T | P(X, = 2)
tn P(X,=3)

(a) Déterminer une relation entre wy,, vy, wy, et t,.

(b) A T'aide de la formule des probabilités totales, déterminer une matrice M € My(R) telle
que : Upy1 = MU,

(c) Exprimer M en fonction de S. En déduire les puissances de M.

(d) Donner Pexpression des réels u,, et v, en fonction de n, vy et wy.
“+oo
6. On pose : F'=J (X, =0).
n=0

(a) Que représente I’événement F' 7

(b) Montrer que le virus finit par disparaitre avec probabilité 1, quelle que soit la loi de la
variable aléatoire initiale X.



