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i
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• Commençons 
omme toujours par le domaine de dé�nition : Df = R\{2}.Quand x tend vers 2, le numérateur tend vers 12, don
 lim

x→2−
f(x) = −∞ et lim

x→2+
f(x) = +∞.Pour les bran
hes in�nies, f(x) ∼

±∞
2x, don
 les limites sont bien in�nies. De plus, f(x)

x
∼
±∞

2.Reste à 
al
uler f(x) − 2x =
2x2 + 3x − 2 − 2x(x − 2)

x − 2
=

7x − 2

x − 2
, don
 f(x) − 2x ∼

±∞
7. Ladroite d'équation y = 2x + 7 est don
 asymptote oblique à la 
ourbe en +∞ et en −∞. Laposition relative de la 
ourbe par rapport à l'asymptote oblique est obtenue en étudiant lesigne de f(x)− 2x− 7 =

7x − 2

x − 2
− 7 =

12

x − 2
. La 
ourbe est don
 en-dessus de l'asymptote sur

] −∞; 2[, et au-dessous sur [2;+∞[.Le signe de f est obtenu en étudiant 
elui du numérateur, trinome dont le dis
riminant vaut
∆ = 9 + 16 = 25, et admet pour ra
ines x1 =

−3 − 5

4
= −2 et x2 =

−3 + 5

4
=

1

2
. La 
ourbe
oupe don
 l'axe des abs
isses aux points d'abs
isses −2 et 1

2
. Elle est en-dessous de l'axe sur

] −∞;−2] (ne pas oublier de tenir 
ompte du x − 2 au dénominateur pour le signe, un petittableau de signe peut être prudent) et sur [

1

2
; 2

[, et au-dessus sur [

−2;
1

2

] et sur ]2;+∞[.Passons aux variations, on a f ′(x) =
(4x + 3)(x − 2) − (2x2 + 3x − 2)

(x − 2)2
=

2x2 − 8x − 4

(x − 2)2
. Cettedérivée est du signe de x2−4x−2 (en fa
torisant le numérateur par 2), trin�me de dis
riminant

∆ = 16+8 = 24, admettant pour ra
ines x3 =
4 −

√
24

2
= 2−

√
6, et x4 =

4 +
√

24

2
= 2+

√
6.Pour situer tout 
ela par rapport aux autres valeurs déjà 
al
ulées, x4 est manifestementsupérieure à 2, et x3 se situe entre x1 et x2 (puisque √

6 est 
omprise entre 2 et 3). Lafon
tion f est 
roissante sur ] − ∞;x3] et sur [x4; +∞[, et dé
roissante sur [x3; 2[ et ]2;x4].Elle admet un maximum lo
al en x3, de valeur f(2 −
√

6) =
2(2 −

√
6)2 + 3(2 −

√
6) − 2

2 −
√

6 − 2
=

8 − 8
√

6 + 12 + 6 − 3
√

6 − 2

−
√

6
=

11
√

6 − 24√
6

= 11 − 4
√

6. Il y a également un minimum lo
alen x4 de valeur f(2 +
√

6) =
2(2 +

√
6)2 + 3(2 +

√
6) − 2

2 +
√

6 − 2
=

8 + 8
√

6 + 12 + 6 + 3
√

6 − 2√
6

=

11
√

6 + 24√
6

= 11 + 4
√

6 Tout 
ela nous donne une 
ourbe ressemblant à 
e
i :
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• La fon
tion g est dé�nie sur R
∗ (le dénominateur ne peut pas s'annuler, mais en
ore faut-ilque 
e qui est dans l'exponentielle soit dé�ni). Constatons au passage que g(x) = xe

1

x
2 , 
e quiest plus fa
ile à manier pour la suite.Quand x tend vers 0, 1

x2
tend toujours vers +∞, don
 l'exponentielle tend vers +∞. On a unebelle forme indéterminée, qui se résoud à 
oups de 
roissan
e 
omparée. Pour faire les 
hosesrigoureusement, on pose X =

1

x2
et on a alors g(x) =

eX

√
X
, et l'exponentielle l'emporte. On adon
 lim

x→0+
g(x) = +∞ et lim

x→0−
g(x) = −∞ (à 
ause du signe de x).En +∞ 
omme en −∞, e

1

x
2 tend vers 1, don
 les limites de f sont in�nies, mais lim

x→±∞

f(x)

x
=

lim
x→±∞

e
1

x
2 = 1. Cal
ulons don
 f(x)−x = x(e

1

x
2 −1). Comme 1

x2
tend vers 0 quand x tend versun in�ni, on peut utiliser l'équivalent 
lassique ex−1 ∼

0
x pour obtenir f(x)−x ∼

x→±∞
x× 1

x2
=

1

x
. Cet équivalent ayant pour limite 0, la droite d'équation y = x est asymptote oblique à la
ourbe en +∞ et en −∞. La position relative est donnée par le signe de x(e

1

x
2 − 1). Comme

1

x2
> 0, la parenthèse est positive, don
 f(x) − x est du signe de x. Autrement dit, la 
ourbeest en-dessous de l'asymptote sur ] −∞; 0[ et au-dessus sur ]0;+∞[.Le signe ne pose i
i au
un problème puisque g est du signe de x, autrement dit négative sur

] −∞; 0[ et positive sur ]0;+∞[.Pour les variations, g′(x) = e
1

x
2 − x × 2

x3
e

1

x
2 =

x2 − 2

x2
e

1

x
2 . La fon
tion g est don
 
roissantesur ] − ∞;−

√
2] et sur [

√
2;+∞[, et dé
roissante sur [−

√
2; 0[ et sur [0;

√
2[. Elle admet unmaximum lo
al en −

√
2, de valeur g(−

√
2) = −

√
2e

1

2 = −
√

2e ; et un minimum lo
al en √
2de valeur g(

√
2) =

√
2e. Autre 
hose à signaler ? Oui, bien sûr, la fon
tion g est 
lairementimpaire, 
e qui aurait pu nous éviter la moitié des 
al
uls. Pour terminer, la 
ourbe :
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i
e 21. (a) La fon
tion fn est dérivable sur son domaine de dé�nition, et f ′
n(x) = 1 − n

x
=

x − n

x
.Cette dérivée est du signe de x− n et s'annule don
 pour x = n. La fon
tion f admet unminimum global en n, de valeur fn(n) = n−n lnn = n(1− ln n). De plus, on a lim

x→0
fn(x) =

+∞ (pas de forme indéterminée), et lim
x→+∞

f(x) = +∞ par 
roissan
e 
omparée. En�n,
lim

x→+∞

fn(x)

x
= lim

x→+∞
1− n ln x

x
= 0 (toujours de la 
roissan
e 
omparée), et en�n fn(x)−

x = −n ln x tend vers −∞, don
 il y a en +∞ une bran
he parabolique de dire
tion ladroite d'équation y = x. Voi
i le tableau de variations de fn :
x 0 n +∞

f(x)

+∞
@

@
@R

n(1 − ln n)

��
�

�

+∞

(b) Si n > 3, 1 − ln n < 0, don
 la fon
tion fn s'annule une fois sur ]0;n[, et une autre foissur ]n; +∞[, d'où le résultat demandé.2. (a) Cal
ulons don
 fn(1) = 1 − n ln 1 = 1 > 0, et fn(e) = e − n ln e = e − n. Si n > 3,
e−n < 0, don
 (en utilisant les théorème des valeurs intermédiaires par exemple, ou plussimplement en observant le tableau de variations de fn), fn s'annule entre 1 et e, d'où
1 < un < e.(b) Cal
ulons à nouveau : fn(un+1) = un+1 − n ln(un+1). Or, par dé�nition de un+1, ona fn+1(un+1) = 0, 
'est-à-dire que un+1 − (n + 1) ln un+1 = 0, ou en
ore un+1 = (n +
1) ln(un+1). On en déduit que fn(un+1) = (n+1) ln(un+1)−n ln(un+1) = ln(un+1). Commeon vient de le voir, un+1 > 1, don
 ln(un+1) > 0. Toujours en utilisant la dé
roissan
e de
fn sur ]0;n], on en déduit que un+1 < un, 
'est-à-dire que la suite (un) est de
roissante.(
) La suite est dé
roissante et minorée par 1, don
 
onverge. On a vu plus haut que un =

n ln(un), 
e qu'on peut aussi é
rire ln(un) =
un

n
, don
 1

n
6 lnun 6

e

n
. D'après le théorèmedes gendarmes, (ln(un)) 
onverge don
 vers 0, 
e qui implique que lim

n→+∞
un = 1.3



(d) Maintenant qu'on sait que un 
onverge vers 1, on peut aussi dire que lim
n→+∞

un − 1 = 0, 
edont on peut déduire (résultats 
lassique de 
ours) que ln(1+un−1) ∼ un−1, 
'est-à-direque lnun ∼ un−1.Cela revient bien à lim
n→+∞

ln un

un − 1
= 1. Or, on sait que ln(un) =

un

n
∼ 1

npuisque un ∼ 1. On a don
 un − 1 ∼ ln un ∼ 1

n
. Une autre façon d'é
rire les 
hoses est dedire que un = 1 +

1

n
+ o

(

1

n

).3. (a) Puisque vn > n, une simple appli
ation du théorème de 
omparaison permet d'a�rmerque lim
n→+∞

vn = +∞.(b) Cal
ulons don
 : fn(n ln n) = n lnn−n ln(n ln n) = n ln n−n ln n−n ln(ln n) = −n ln(ln n).Si n > 3, ln n > ln 3 > 1, don
 ln(ln n) > 0, et fn(n ln n) < 0. En utilisant la 
roissan
ede f sur [n; +∞[, on en déduit que vn < n ln n.(
) L'étude a déjà été faite puisque g n'est autre que f2. La fon
tion g est don
 dé
roissantesur ]0; 2] et 
roissante sur [2;+∞[, atteignant un minimum qui vaut g(2) = 2(1− ln 2) > 0.La fon
tion est don
 toujours stri
tement positive. On peut en parti
ulier en déduire que
∀n > 1, g(n) > 0, don
 n > 2 ln n.(d) En
ore un petit 
al
ul : fn(2n ln n) = 2n ln n−n ln(2n ln n) = 2n ln n−n lnn−n ln(2 ln n) =
n lnn − n ln(2 ln n) = n(ln n − ln(2 ln n). Or, d'après la question pré
édente, n > 2 ln n,don
 ln n > ln(2 ln n), et fn(2n ln n) > 0. En utilisant une dernière fois la 
roissan
e de
fn, on en déduit que vn < 2n ln n, d'où l'en
adrement.(e) Passons don
 à la moulinette logarithmique l'en
adrement pré
édent : ln(n ln n) < ln(vn) 6

ln(2n ln n), soit ln n+ln(ln n) 6 ln vn 6 ln 2+ ln n+ln ln n. Le mieux pour obtenir l'équi-valent est de tout diviser par lnn : 1 +
ln ln n

lnn
6

ln vn

ln n
6

ln 2

ln n
+ 1 +

ln ln n

ln n
. Il ne resteplus qu'à 
onstater que des deux 
�tés de l'en
adrement on a des termes qui 
onvergentvers 1 (
'est de la 
roissan
e 
omparée pour ln lnn

ln n
), don
 ln vn

ln n
tend aussi vers 1, 
e quisigni�e bien que vn ∼ ln n.
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