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Exercice 1

e Commencons comme toujours par le domaine de définition : Dy = R\{2}.
Quand z tend vers 2, le numérateur tend vers 12, donc lim f(z) = —oo et lim+f(x) = +00.
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Pour les branches infinies, f(x) o 22, donc les limites sont bien infinies. De plus,
oo

202 +3r —2—2z(x —2) Tx—2

Reste a calculer f(x) — 2z = v 2@ —2) - ,donc f(x) — 2z ~ 7. La

Tz —2 z—2 +o0
droite d’équation y = 2x + 7 est donc asymptote oblique a la courbe en +o00 et en —o0. La
position relative de la courbe par rapport a ’asymptote oblique est obtenue en étudiant le
. de f(z)—22—7 Tx —2 .
signede f(x)—2x—7= —7=
& r—2 r—2

| — 00;2[, et au-dessous sur [2; +oo.

Le signe de f est obtenu en étudiant celui du numérateur, trinome dont le discriminant vaut
-3-95 -3+5 1
A =9+ 16 = 25, et admet pour racines x; = 1 = —2et g = 4+ =3 La courbe

coupe donc ’axe des abscisses aux points d’abscisses —2 et 3 Elle est en-dessous de I’axe sur

. La courbe est donc en-dessus de 'asymptote sur

| — 00; —2] (ne pas oublier de tenir compte du  — 2 au dénominateur pour le signe, un petit
1 1
tableau de signe peut étre prudent) et sur [5, 2 [, et au-dessus sur [—2; 5] et sur |2; +ool.

(4o +3)(x—2) — (22*+32—-2) 22°—8zxr—4
(x—2) e
dérivée est du signe de 22 — 42 —2 (en factorisant le numérateur par 2), trinéme de discriminant

4 —+/24 4 24
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A = 1648 = 24, admettant pour racines s = — = 2—16, et x4 =
Pour situer tout cela par rapport aux autres valeurs déja calculées, x4 est manifestement
supérieure a 2, et x3 se situe entre z; et zg (puisque V6 est comprise entre 2 et 3). La
fonction f est croissante sur | — oo;xs] et sur [z4;+00o[, et décroissante sur [r3;2] et |2;xy4].
22-v6)2+32—-v6)—2

262 B

= 11 — 46. Il y a également un minimum local

. Cette

Passons aux variations, on a f’(z) =

Elle admet un maximum local en 3, de valeur f(2 —v6) =

8—-8/6+12+6-3V6—-2 11V6—24

-6 \/62
en x4 de valeur f(2 +v6) = 2(2+v6)* +3(2+ v6) — 2 _ 8+ 8v6 + 12+ 6+ 3v/6 — 2 _

2+6—2 V6
116 + 24

NG = 11 4 4v/6 Tout cela nous donne une courbe ressemblant a ceci :




e La fonction g est définie sur R* (le dénominateur ne peut pas s’annuler, mais encore faut-il
1

que ce qui est dans ’exponentielle soit défini). Constatons au passage que g(z) = xe=?, ce qui
est plus facile & manier pour la suite.

1
Quand z tend vers 0, — tend toujours vers +00, donc I'exponentielle tend vers +o0c. On a une
x

belle forme indéterminée, qui se résoud a coups de croissance comparée. Pour faire les choses

: 1 e :
rigoureusement, on pose X = — et on a alors g(x) = W et 'exponentielle I’emporte. On a
x

2
donc 1i161+g(x) = 400 et li%lig(:n) = —oo (& cause du signe de x).
f(z)

1 . o -
En 400 comme en —oo, e=? tend vers 1, donc les limites de f sont infinies, mais 111;1 —r =
r—Foo

L X 1
liI}:l e»? = 1. Calculons donc f(z)—x = x(e+? —1). Comme —; tend vers 0 quand x tend vers
r—100 x
un infini, on peut utiliser I’équivalent classique e* —1 ¥ T pouwr obtenir f(z)—x NI e =
r—t00 x

—. Cet équivalent ayant pour limite 0, la droite d’équation y = x est asymptote oblique a la
x

1
courbe en 400 et en —oo. La position relative est donnée par le signe de xz(ez? — 1). Comme
1
) > 0, la parentheése est positive, donc f(z) — x est du signe de x. Autrement dit, la courbe

est en-dessous de ’asymptote sur | — oo; 0 et au-dessus sur ]0; +o0[.
Le signe ne pose ici aucun probléme puisque g est du signe de z, autrement dit négative sur
| — 00; 0] et positive sur ]0; +o00].

2
L i rt =2 1
Pour les variations, ¢'(z) = e+ —x X —ew? = ———e=?. La fonction g est donc croissante
x x
sur | — oo; —v/2] et sur [v/2;+oo|, et décroissante sur [—+/2;0][ et sur [0;v/2[. Elle admet un
maximum local en —v/2, de valeur g(—v/2) = —ﬂe% = —/2e; et un minimum local en v/2

de valeur g(v/2) = v/2e. Autre chose a signaler ? Oui, bien sir, la fonction g est clairement
impaire, ce qui aurait pu nous éviter la moitié des calculs. Pour terminer, la courbe :



Exercice 2

1.

(a)

r—n

n
La fonction f, est dérivable sur son domaine de définition, et f/(z) =1 — — =
Cette dérivée est du signe de  — n et s’annule donc pour z = n. La fonction f admet un
minimum global en n, de valeur f,(n) = n—nlnn = n(1—Inn). De plus, on a lin%)fn(a:) =
xT—

+oo (pas de forme indéterminée), et lil}rl f(x) = 400 par croissance comparée. Enfin,
T— 100

x nlnzx
lim f"—() = lim 1- = 0 (toujours de la croissance comparée), et enfin f,(z) —
r——+oco I xr——+00 x
x = —nlnz tend vers —oo, donc il y a en 400 une branche parabolique de direction la
droite d’équation y = x. Voici le tableau de variations de f,, :
T 0 n +00
+00 +00
n(l —Inn)

Sin >3,1—Inn < 0, donc la fonction f,, s’annule une fois sur |0;n[, et une autre fois
sur |n; +oo[, d’ou le résultat demandé.

Calculons donc fp(1) = 1 —nlnl =1 > 0, et f,(e) = e—nlne =e—n. Sin > 3,
e—n < 0, donc (en utilisant les théoréme des valeurs intermédiaires par exemple, ou plus
simplement en observant le tableau de variations de f,), f, s’annule entre 1 et e, d’ou
1l <u, <e.

Calculons a nouveau : f,(upt+1) = Upt1 — nin(uyyr). Or, par définition de w,41, on
a fn+1(uns1) = 0, cest-a-dire que up+1 — (n + 1) Inwu,q = 0, ou encore w11 = (0 +
1) In(tp41). On en déduit que fr,(un+1) = (n+1) In(up11)—nIn(ups+1) = In(up41). Comme
on vient de le voir, 1,41 > 1, donc In(uy,+1) > 0. Toujours en utilisant la décroissance de
frn sur ]0;n], on en déduit que w11 < uy,, c’est-a-dire que la suite (u,) est decroissante.

La suite est décroissante et minorée par 1, donc converge. On a vu plus haut que u, =
.. Un € . P
nln(uy,), ce qu’on peut aussi écrire In(u,) = —, donc — < Inwu,, < —. D’apres le théoréme
n n n

des gendarmes, (In(uy)) converge donc vers 0, ce qui implique que lh}: Up = 1.
n—-+oo



(d)

Maintenant qu’on sait que u, converge vers 1, on peut aussi dire que lim w, —1 =0, ce

n—-—+o0o
dont on peut déduire (résultats classique de cours) que In(1+u, —1) ~ u, —1, c’est-a-dire
Inu U 1
que Inu, ~ u, —1.Cela revient bien a lim " = 1. Or, on sait que In(u,) = — ~ —
n—+ooly, — 1 n n

: 1 .
puisque u, ~ 1. On a donc u, —1 ~ Inwu, ~ —. Une autre fagcon d’écrire les choses est de
n

1 1
dire queun:1+—+o<—>.
n n

Puisque v, > n, une simple application du théoréme de comparaison permet d’affirmer

que lim v, = +o0.
n—-—+00

Calculons donc: fp(nlnn) =nlnn—nln(nlnn) =nlnn—nlnn—nln(lnn) = —nln(lnn).
Sin>3,Inn>1In3 > 1, donc In(lnn) > 0, et f(nlnn) < 0. En utilisant la croissance
de f sur [n;+oo[, on en déduit que v, < nlnn.

L’étude a déja été faite puisque g n’est autre que fo. La fonction g est donc décroissante
sur ]0; 2] et croissante sur [2; 4+o00[, atteignant un minimum qui vaut g(2) = 2(1—In2) > 0.
La fonction est donc toujours strictement positive. On peut en particulier en déduire que
Vn > 1, g(n) > 0, donc n > 2Inn.

Encore un petit calcul : f,(2nlnn) =2nlnn—nIn(2nlnn) = 2nlnn—nlnn—nIn(2lnn) =
nlnn —nln(2lnn) = n(lnn — In(2lnn). Or, d’apres la question précédente, n > 2Inn,
donc Inn > In(2lnn), et f,(2nlnn) > 0. En utilisant une derniére fois la croissance de
fn, on en déduit que v, < 2nlnn, d’ou I’encadrement.

Passons donc a la moulinette logarithmique ’encadrement précédent : In(nlnn) < In(v,) <
In(2nlnn), soit nn+In(lnn) < Inwv, <In2+Inn+Inlnn. Le mieux pour obtenir I'équi-

Inlnn Inwv In2 Inlnn
valent est de tout diviser par Inn : 1 + <—<< =41+ . Il ne reste
nn Inn Inn Inn
plus qu’a constater que des deux cdtés de ’encadrement on a des termes qui convergent
Inlnn In v,

vers 1 (C’est de la croissance comparée pour 1—), donc | tend aussi vers 1, ce qui
nn nn

signifie bien que v, ~ Inn.



