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Exercice 1

1. Essayons donc d’exprimer v, 11 en fonction de vy, : vpy1 = Uupt1 — (R +1) + 2 = 3u, — 2n +
4—n+1=3u, —3n+5=3v, — 1. La suite (v,) est donc une suite arithmético-géométrique.

Son équation de point fixe est x = 3z — 1, qui donne z = 3 Posons donc w,, = v, — o on a
3
alors wy41 = Vpy1 — 5= v, — 5= 3wy,. La suite (wy,) est donc géométrique de raison 3 et de
) 1 1 5 ) 5x 3" ) 5x3"+1
premier terme wg = vg — = = ug +2 — = = —. Concluion : w,, = , puis v, = ——.
2 2 2 2 2
. , . 5x3"—3
2. La relation entre u, et v, permet d’obtenir u, = v, +n —2 = — +n.
k=n
3. C’est un calcul un peu brutal, mais qui ne fait intervenir que des sommes classiques : Z up =
k=0
k n k= n
1—3’ZJrl 3n+1) nn+1 5x 3" —5—6n—6+2n%+2n
e
— 2 1-— 2 2 4
5><3n+1+2n —4n—11
1 :
Exercice 2
1. Un calcul sommaire donne Dy = R\{—1;1}.
2
2. Pour voir si f est injective, considérons deux réels = et 2’ tels que f(z) = f(2'), soit 2:6 1=
x —
21_/2
praET qui donne 2z%(2"? — 1) = 22%(2? — 1) puis —222 = —222. Ceci n’implique pas
x J—
que z = 2’ (on peut aussi avoir x = —z'), la fonction n’est pas injective. On a par exemple

f(2) = f(-2) = 3 Pour la surjectivité, cherchons les antécédents d’un réel quelconque y, et

272

partons donc de y = ———. Cela implique yr? —y = 222, soit #?(y — 2) = y, ou encore
$ p—

22 = Y Cette équation n’a pas de solution lorsque y = 2 (mais aussi lorsque y €]0;2]),

donc la fonction f n’est pas non plus surjective.

3. Sur I'ensemble en question, f devient injective puisque seul 'antécédent positif de y est valable
(et il y en a toujours un positif et un négatif parmi les deux). Reste a déterminer quels sont

les valeurs de y pour lesquelles 22 = Y 5 admet une solution, c’est-a-dire les valeurs pour

lesquelles > 0. Un petit tableau de signe permet de déterminer que I’ensemble d’arrivée

de f sera | — oo; 0]U]2; 4-00].



4. D’apres les calculs précédents, g est définie sur | — oo; 0]U]1; +oo par g(y) = Y 5 (on garde
\ oy —
Pantécédent positif de y).

Exercice 3
1. Un peu de calcul, ¢a ne peut pas faire de mal :

a. b L a(k +2)(k +4) + bk(k + 4) + ck(k + 2)
ko k+2 k+4 k(kz+2)gk+4)
a(k? + 6k + 8) + b(k* + 4k) + c(k? + 2k)
k(k + 2)(k + 4)
(a+ b+ c)k? + (6a + 4b + 2¢)k + 8a

k(k+2)(k +4)

Par identification, on obtient donc a + b + ¢ = 6a + 4b + 2¢ = 0 et 8a = 1, soit a = é, puis

en divisant la deuxiéme équation par 2, 3a 4+ 2b + ¢ = 0. Il ne reste plus qu’a soustraire la

premiére équation pour avoir 2a+b = 0, soit b = —2a = T puis ¢ = —a—b = —. Finalement,
1 1 1 1

k(k+2)(k+4) 8k 4(k+2) 8(k+4)

2. La somme en question est une somme télescopique (mais oui!) :
_kzizl_kn 1 +k:n 1 lk:nl_lk:n+21+lk:n+4l_
— k+2( +4) " L8k = a(k+2) S8(k+4) Sk 4 = k8 Ak
1 1 1 1 1+1+ 1 n 1 +1 1 n 1 n 1 n 1 _
8 3 4 4\3 4 n+1 n+2 8\n+1 n+2 n+3 n+4)
1+1+1+1 1 1 1 1 n 1 1 1 _12+4—|—3—8
8 16 24 32 12 16 8\n+3 n+4 n+l n+2) 96
1( n+1)(n+2)n+4)+n+1)n+2)n+3)—(n+2)(n+3)(n+4) - (n+1)(n+3)(n+4)
8 (n+1)(n+2)(n+3)(n+4)

11+n + 2+ 14n+8+n*+6n2+1ln+6 —n3 —9n? —26n — 24 — n® — 8n% — 19n — 12

96 8(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
11 4n? 4 20n + 22 o 2n? 4+ 10n + 11
96 S8n+1(n+2)(n+3)(n+4) 96 4n+Dn+2)(n+3)(n+4)
k=n
1 11 2n? + 10n + 11
3. Not P, 1 i6té : = — — . P
OTons Ln f PIOPHELe Z_: kk+2)(k+4) 96 4ntVn+2)m+3)mra 0
1 11
n = 1,231e membrel(lie g;;uche 5\Ef)aut2333>2<5 :1 5 et le membre de droite vaut 9%
— —. Ouf, he!
I2x3x4x5) 96 130 150 180~ 15 . Ouf, ¢ca marche! Supposons désormais P,
k=n+1 k=n
vérifiée, on a alors ! = = + ! = (par
’ k(k+2)(k+4) P k(k+2)(k+4) (n+1)(n+3)(n+5)
11 2n? +10n + 11 1 11

hypothese de ré — — = — —
ypothése de récurrence) g — o e o S T ) T s Dt 3+ 5) 96
(2n* +10n +11)(n +5) —4(n+2)(n+4) 11 2n° 4 20n* 4 61n + 55 — 4n> — 24n — 32
4n+1)(n+2)(n+3)(n+4)(n+5) 96  4n+1Dn+2)(n+3)(n+4)(n+5)
11 2n% 4+ 16n? + 37n + 23
9% 4(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)(n+5)
le numérateur devrait étre égal a (n+1)(2(n+1)2+10(n+1)+11) = (n+1)(2n> +4n+ 2+
10n + 10+ 11) = (n + 1)(2n? + 14n + 23) = 2n3 + 16n? + 37n + 23. 9a marche! La propriété
est donc bien prouvée par récurrence (qui a dit que cet exercice était immonde 7).

Si on veut que la formule soit vraie au rang n + 1,



Probléme

1. Le réel 1 est racine évidente de I'équation. On a donc 22 — 22 —4x+4 = (x—1)(ax? +br+c) =
az® + (b — a)z? + (¢ — b)x — c. Par identification, on obtient a = 1; b —a = —1 donc b = 0;
c—b= —4donc ¢ = —4. Conclusion : 2° — 2% —dx+4 = (2 —1)(22 —4) = (z = 1)(z —2)(z +2).
Les solutions sont donc & = {—2;1;2}.

3.

. Soit (u,) une suite géométrique de premier terme ug et de raison g. On a donc u, = ug X ¢", et

de méme pour les termes suivants. Pour que (u,,) vérifie la relation, il faut donc avoir Vn € N,
upq" 3 — upq"? — dugq™ 1t + 4upq™ = 0, soit upq"(¢> — ¢* — 4qg+4) = 0. En supposant la suite
non nulle, on en déduit que ¢ est solution de I’équation précédente, donc ¢ = —2, ¢ = 1 ou
q=2.

(a)

Il s’agit de résoudre ce magnifique systéme. La différence des deux premiéres lignes donne
b—3c = u; —ug; la différence des deux derniéres donne 2b+6¢ = us —uq. En soustrayant a
cette derniére relation la précédente multipliée par deux, on a 12¢ = ug — u1 — 2u1 +2ug =

2up — 3uq + ug, donc ¢ = %—%+%;puisb:3c+u1—uo:—%+%+%;et enfin
4U() (%)

a:uo—b—c:?—g.

Par hypothese, (uy,) vérifie (R), et les suites constantes et géométriques de raison 2 ou —2
également. La suite (v,) est donc une somme de quatre suites vérifiant la relation (R).
Il n’est alors pas difficile de se convaincre que (v,) également vérifie la relation (R) (la
relation étant linéaire, une somme de suites la vérifiant la vérifiera également).

Prouvons donc par récurrence triple la propriété P, : v, = 0. Il faut faire une unitialisation
triple :vg=ug—a—-b—c=0;v1=u1—a—2b+2c=0etvo =ugs—a—4b—4c=0
par définition des réels a, b et c¢. Supposons maintenant P,,, P11 et P40 vérifiées, alors,
la suite vérifiant la relation (R), on a vp4+3 = vpyo + 4041 — 4v, =0+ 04 0 = 0, donc
P, 3 est vérifiée, et (vy,) est bien la suite nulle.

Conclusion : u, = a + 2" + ¢(—2)". On peut expliciter u,, a l'aide de ug, u; et ug en
reprenant les formules obtenues pour a, b et ¢, mais ce n’est finalement pas trés intéressant.
Ce qui 'est plus, c’est de voir que les suites récurrentes linéaires d’ordre 3 se comportent
comme celles d’ordre 2 : les solutions sont sommes de suites géométriques dont les raisons
sont solutions de ’équation caractéristique de la relation.



