
Devoir Maison n�1 : orrigéECE3 Lyée Carnot24 septembre 2010Exerie 11. Au moins un élève de la lasse n'aura jamais la moyenne en maths ette année.2. Il y a eu au moins un jour sans pluie en juin à Londres.3. Il existe un pommier ayant plus de 100 fruits dont auun n'est pourri.Exerie 21. FAUX : si x est un nombre stritement positif, on peut toujours en trouver un autre plus petitque lui, par exemple x

2
.2. VRAI : il su�t de prendre y = ex.3. VRAI : par exemple x = ea + 1.4. VRAI : si x <

√
2, alors √

2 − x > 0, et on peut trouver un nombre rationnel stritementinférieur à √
2 − x (en onsidérant par exemple les nombres de la forme 1

n
, on a une suitetendant vers 0 quand n tend vers +∞, don on �nira par y trouver des valeurs plus petitesque n'importe quel nombre stritement positif). Un tel rationnel a véri�e don x + a <

√
2.Exerie 31. Puisque ln(x2) = 2 ln x, on se ramène simplement à l'équation −3 ln x = 2, soit ln x = −2

3
,et x = e−

2

3 (l'équation initiale n'a de sens que pour x > 0, mais la solution obtenue est bienpositive), don S = {e− 2

3 }.2. Faisons un petit tableau de signes :
x −∞ −2

5

2
3 +∞

|x + 2| −x − 2 0 x + 2 x + 2 x + 2

|2x − 5| 5 − 2x 5 − 2x 0 2x − 5 2x − 5

|3 − x| 3 − x 3 − x 3 − x 0 x − 3

|x + 2| − |2x − 5| − |3 − x| 2x − 10 4x − 6 4 −2x + 10L'équation a des solutions lorsque l'expression de la dernière ligne s'annule, e qui ne peutmanifestement pas se produire sur [

5

2
; 3

]. Sur [

−2;
5

2

], 4x − 6 s'annule en 3

2
, solution valablepuisqu'appartenant à l'intervalle. Sur ]

−∞;
5

2

], 2x−10 s'annule pour x = 5, solution égalementnon valable. En�n, sur [3;+∞[, −2x + 10 s'annule en 5, qui est ette fois-i une solutionaeptable. Conlusion : S = {5}. 1



3. On pose X =
√

x (naturellement, x devra être positif pour que l'inéquation ait en sens).L'inéquation devient X2 − 3X + 2 ≤ 0, le disriminant du trinome est ∆ = 9 − 8 = 1, il ya don deux raines x1 =
3 − 1

2
= 1 et x2 =

3 + 1

2
= 2. On doit don avoir √

x ∈ [1; 2], soit
x ∈ [1; 4].4. Cela revient simplement à demander x2 − 3x− 1 < 3, soit x2 − 3x− 4 < 0. Ce trinome a pourdisriminant ∆ = 9+16 = 25, et admet don deux raines x1 =

3 − 5

2
= −1 et x2 +

3 + 5

2
= 4.Le trinome est stritement négatif entre ses raines, don S =] − 1; 4[5. Un peu d'observation laisse penser que poser X = x

1

8 peut être intéressant puisque l'équationdevient alors 3
√

2X − X2 = 4, soit X2 − 3
√

2X + 4 = 0. Le disriminant de e trinome vaut
18 − 4 × 4 = 2, don il y a deux solutions X1 =

3
√

2 −
√

2

2
=

√
2 et X2 =

3
√

2 +
√

2

2
= 2

√
2,e qui donne pour l'équation initiale x1 = X8

1 = 24 = 16 et x2 = X8
2 = 28 × 16 = 4 096.Exerie 4Soient f et g les fontions dé�nies sur [0;+∞[ par f(x) = ln(1 + x) et g(x) =

2x

x + 2
. On note hla fontion dé�nie sur e même intervalle par h(x) = f(x) − g(x).1. Dérivons h : ∀x ∈ [0;+∞[, h′(x) = f ′(x)−g′(x) =

1

1 + x
− 2(x + 2) − 2x

(x + 2)2
=

1

1 + x
− 4

(x + 2)2
=

(x + 2)2 − 4(1 + x)

(1 + x)(x + 2)2
=

x2

(1 + x)(x + 2)2
. Cette dérivée est toujours positive sur Dh, don lafontion h est roissante sur [0;+∞[. Comme h(0) = 0 − 0 = 0, on en déduit que la fontion

h est toujours positive, 'est-à-dire que ∀x ≥ 0, f(x) − g(x) ≥ 0, e qui prouve bien que f estminorée par g.2. Calulons les tangentes aux deux ourbes en 0. Pour f , on obtient f(0) = 0 et f ′(0) = 1, donla tangente a pour équation y = x. Pour g, on a également g(0) = 0 et g′(0) =
4

4
= 1, d'où lamême équation pour la tangente.3. Constatons en passant qu'au vu des dérivées alulées pour la première question, les fontions

f et g sont toutes deux roissantes sur [0;+∞[, et traçons une allure des ourbes :

0 1 2 3 4 5 6

0

1

2

3

4

4. La fontion f1 : x 7→ ln(1 + x) − x a pour dérivée f ′

1(x) =
1

1 + x
− 1 = − x

1 + x
. Cette dérivéeétant négative sur [0;+∞[, f1 est déroissante.5. On a f1(0) = 0 − 0 = 0. Pour la limite, on peut onstater que f1(x) = x

(

ln(1 + x)

x
− 1

).La parenthèse a pour limite −1 ar lim
x→+∞

ln(1 + x)

x
= 0 par roissane omparée (e n'est2



pas exatement un résultat de roissane omparée, mais on s'y ramène en ontstant que
ln(1 + x) ≤ ln 2x pour x ≥ 1 par exemple). La limite ne sert d'ailleurs abolument à rien pouronstater que f1 est toujours négative, don que f est majorée par x/6. Comme ∀x ≥ 0, ∀k ≥ 1, x ≤ kx, on aura bien f(x) ≤ x ≤ kx, don f majorée par kx.7. Étudions pour ela les variations de la fontion fk : f ′

k
(x) =

1

1 + x
− k =

1 − k − kx

1 + x
. Lenumérateur de ette dérivée s'annule lorsque x =

1 − k

k
=

1

k
− k, qui est un réel stritementpositif lorsque k ∈]0; 1[. La fontion fk est don stritement roissante puis déroissante, admetun maximum stritement positif (puisque fk(0) = 0, e qui rend impossible le fait que kx majore

fk.

3


