
Devoir Surveillé n�7 : orrigéECE3 Lyée Carnot5 avril 2011Exerie 11. La fontion g est dé�nie et C∞ sur ]0;+∞[, et g′(x) = 3x2−1−
2

x
=

3x3 − x − 2

x
. Le numérateuradmet pour raine évidente x = 1, on peut le fatoriser sous la forme 3x3−x−2 = (x−1)(ax2+

bx + c) = ax3 + (b − a)x2 + (c − b)x − c. Par identi�ation des oe�ients, on obtient a = 3,
b = 3 et c = 2. On a don 3x3 − x − 2 = (x − 1)(3x2 + 3x + 2). Le deuxième fateur a pourdisriminant ∆ = 9 − 24 = −15, il est toujours positif. On en déduit que la fontion g eststritement déroissante sur ]0; 1] et stritement roissante sur [1;+∞[. Elle admet don unminimum en x = 1 de valeur g(1) = 3. La fontion est don toujours stritement positive.2. On a assez manifestement Df = R

∗
+. De plus, lim

x→0

x − 1 + ln x

x2
= −∞, don lim

x→0
f(x) = −∞(pas de formein déterminée ii). En +∞, les plus observateurs remarqueront que f(x)−(x+1) =

x − 1 + ln x

x2
∼

1

x
, qui a don pour limite 0. Cei su�t à a�rmer que la droite d'équation

y = x + 1 est asymptote oblique à la ourbe représentative de f en +∞.3. Il faut don étudier le signe de x − 1 + lnx

x2
. Or, ∀x > 1, x− 1 > 0 et ln x > 0, don la ourbede f est au-dessus de la droite. Au ontraire, si x ∈]0; 1], x− 1 et ln x sont tous deux négatifs,et la ourbe est en-dessous de la droite.4. Calulons : f(x) = x + 1 +

1

x
−

1

x2
+

ln x

x2
, don f ′(x) = 1 −

1

x2
+

2

x3
+

1

x3
−

2 ln x

x3
=

g(x)

x3
.Comme x > 0, x3 > 0 et on a vu que g était toujours positive don f est stritement roissante.5. Au vu des limites alulées, f est bijetive de ]0;+∞[ dans R, don s'annule une seule fois.Comme de plus f

(

1

2

)

=
3

2
+

−1
2 − ln 2

1
4

=
3

2
−

4

2
− 4 ln 2 = −

1

2
− 4 ln 2 < 0 et f(1) = 2 + 0 =

2 > 0, don la valeur d'annulation est bien omprise entre 1

2
et 1.Exerie 21. La fontion h est dé�nie si 1 + x

1 − x
> 0, soit Dg =] − 1; 1[ (tableau de signes si vous n'êtes pasonvainus).2. Le domaine de dé�nition de h est symétrique par rapport à 0, et h(−x) = ln

1 − x

1 + x
− 2x =

− ln
1 + x

1 − x
− 2x = −h(x), don la fontion est impaire.3. La fontion h est C∞ omme somme et quotient de fontions usuelles et h′(x) =

1−x+1+x
(1−x)2

1+x
1−x

−2 =

2

(1 + x)(1 − x)
− 2 =

2 − 2 + 2x2

1 − x2
=

2x2

1 − x2
.1



4. Calulons h

(

1

2

)

= ln
3
2
1
2

− 2 ×
1

2
= ln 3 − 1, et h′

(

1

2

)

=
2 × 1

4

1 − 1
4

=
1
2
3
4

=
2

3
, don l'équation dela tangente T est y =

2

3

(

x −
1

2

)

+ ln 3 − 1 =
2

3
x + ln 3 −

4

3
.5. La fontion h′ est stritement positive sur Dh, don h y est stritement roissante. De plus,

lim
x→1−

1 + x

1 − x
= +∞, don lim

x→1−
h(x) = +∞. Par imparité de h, lim

x→−1+
h(x) = −∞.6. Calulons h′′(x) =

2x(1 − x2) + 2x(x2)

(1 − x2)2
=

2x

(1 − x2)2
. La fontion h est don onave sur ]−1; 0]et onvexe sur [0; 1[, ave un point d'in�exion en 0. Notons que h(0) = 0 et h′(0) = 0, don latanegnte à la ourbe au point d'in�exion est horizontale.7. La fontion h′ est roissante sur [

0;
1

2

] d'après la question préédente, et h′(0) = 0 et h′

(

1

2

)

=

2

3
, d'où l'enadrement demandé.8. Voilà la ourbe demandée :

0 1−1

0

1

2

3

−1

−2

−39. (a) La fontion h est roissante sur [

0;
1

2

], et h(0) = 0 et h

(

1

2

)

= ln 3 − 1 <
1

2
, donl'intervalle est e�etivement stable par h. On prouve ensuite par réurrene que un ∈

[

0;
1

2

]. En e�et, u0 appartient à l'intervalle par hypothèse, et si un est dans l'intervalle,
h(un) = un+1 aussi par stabilité de l'intervalle.(b) Toutes les hypothèses sont réunies pour appliquer l'inégalité des aroissements �nis sur
[

0;
1

2

] à y = un et x = 0 (qui est bien un point �xe de h). On obtient alors |un+1| 6
2

3
|un|.On e�etue ensuite une nouvelle réurrene pour prouver que |un| 6

1

2

(

2

3

)n. C'est vraipour u0 puisque u0 =
1

2
, et si on suppose l'hypothèse véri�ée pour un, on a |un+1| 6

2

3
|un| 6

2

3
×

1

2

(

2

3

)n, e qui prouve l'hérédité.() Comme 2

3
∈ [−1; 1], lim

n→+∞

(

2

3

)n

= 0, don lim
n→+∞

|un| = 0, e qui prouve que la suite
(un) tend vers 0.10. PROGRAM terme ;VAR u : real ; n,i : integer ; 2



BEGINWriteLn('Choisissez la valeur de n') ;ReadLn(n) ;u := 1/2 ;FOR i := 1 TO n DO u := ln((1+u)/1-u))-2*u ;WriteLn(u) ;END.PROGRAM deux ;VAR u,eps : real ; n : integer ;BEGINu := 1/2 ; n :=0 ;WHILE u > eps DOBEGINu := ln((1+u)/1-u))-2*u ;n := n+1 ;END ;WriteLn(n) ;END.Exerie 31. (a) Calulons a+
b

x + 1
=

ax + a + b

x + 1
. Par identi�ation, on doit don avoir a = 2 et a+b = 0,d'où 2x

x + 1
= 2 −

2

x + 1
.(b) La fontion f est dé�nie et C∞ sur R\{−1}. Elle admet pour limite +∞ en −1− (lenumérateur est négatif et le dénominateur tend vers 0−), et −∞ en −1+. La forme obtenueà la question 1 permet par ailleurs d'obtenir très rapidement lim

x→±∞
f(x) = 2, la ourbeadmet don une asymptote horizontale en +∞ et en −∞.La dérivée de f vaut f ′(x) =

2

(x + 1)2
, la fontion est don stritement roissante sur

]−∞;−1[ et sur ] − 1;+∞[. De plus, f ′′(x) = −
4

(x + 1)3
, don la fontion f est onvexesur ] −∞;−1[ et onave sur ] − 1;+∞[.() On a f(x) − x =

2x − x2 − x

x + 1
=

x(1 − x)

x + 1
, don f admet pour points �xes x = 0 et

x = 1. De plus, la ourbe est en-dessous de la droite d'équation y = x sur ] − 1; 0[ et sur
[1;+∞[, et au-dessus sur ] −∞;−1[ et sur [0; 1[ (enore un tableau de signes pour euxqui doutent).(d) Si x ∈

[

1

2
; 1

], 9

4
6 (x + 1)2 6 4, don 1

2
6 f ′(x) 6

8

9
, e qui implique bien l'inégalitédemandée.(e) Voii la ourbe, ave les premiers termes de la suite (un).
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0
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2

−1

u0u1...

2. (a) Cf ourbe préédente.(b) Calulons don : u1 = f

(

1

2

)

=
1
3
2

=
2

3
; u2 = f

(

2

3

)

=
4
3
5
3

=
4

5
; u3 =

8
5
9
5

=
8

9
, et

u4 =
16
9
17
9

=
16

17
.() C'est une réurrene assez évidente : u0 =

1

2
∈

[

1

2
; 1

], et en supposant que un appartientà et intervalle, un+1 = f(un) ∈

[

f

(

1

2

)

; f(1)

]

=

[

2

3
; 1

] ar la fontion f est roissantesur et intervalle. Comme [

2

3
; 1

]

⊂

[

1

2
; 1

], la propriété est bien héréditaire.(d) Comme un+1−un = f(un)−un > 0 puisque un ∈

[

1

2
; 1

], intervalle sur lequel f(x)−x > 0,la suite (un) est roissante. Étant majorée par 1, elle onverge. Sa limite ne peut être que
0 ou 1 puisqu'il s'agit d'un point �xe de la fontion f . Or, ∀n ∈ N, un > u0 =

1

2
, don lasuite ne peut pas onverger vers 0. Elle a don pour limite 1.(e) Commençons par appliquer l'IAF entre x = 1 et y = un, qui appartiennent tous deuxà l'intervalle [

1

2
; 1

] sur lequel on a majoré |f ′| par 8

9
. On peut don en déduire que

|f(un) − f(1)| 6
8

9
|un − 1|, soit |un+1 − 1| 6

8

9
|un − 1|3. (a) E�etuons don une petite réurrene : 'est manifestement vrai pour u0, en posant p0 = 1et p1 = 2. Supposons don que un =

pn

qn

, alors un+1 =
2un

un + 1
=

2pn

qn

pn

qn

+ 1
=

2pn

pn + qn(en mettant au même dénominateur et en simpli�ant. Ca fontionne don très bien, enonstatant qu'il su�t de poser pn+1 = 2pn et qn+1 = pn + qn.(b) C'est absolument évident puisque A

(

pn

qn

)

=

(

2pn

pn + qn

). Il ne reste plus qu'à re-prendre la �n de la question préédente.() Enore une réurrene ! C'est vrai pour n = 1 en posant a1 = 1 (et même pour n = 0 enposant a0 = 0). En supposant la propriété vraie au rang n, on a alors An+1 = An × A =
(

2n+1 0
2an + 1 1

). Cette matrie est bien de la forme attendue, ave an+1 = 2an + 1.4



(d) La suite (an) est arithmétio-géométrique, d'équation de point �xe x = 2x+1, e qui donne
x = −1. Posons don bn = an+1, on a alors bn+1 = an+1+1 = 2an+1+1 = 2(an+1) = 2bn.La suite (bn) est don géométrique de raison 2 et de premier terme b0 = a0 + 1 = 1. Ona don bn = 2n et an = bn − 1 = 2n − 1.(e) La matrie P est ertainement inversible puisqu'elle est triangulaire et ne possède pas de
0 sur la diagonale. Pour l'inverser, une seule opération néessaire, il su�t de remplaer
L2 par L2 −L1 pour transformer P en I. En e�etuant la même opération sur la matrieidentité, on obtient don P−1 =

(

1 0
−1 1

).(f) C'est, pour hanger, une réurrene. Pour n = 1, omme D = P−1AP , en multipliant par
P à gauhe et P−1 à droite, on a PDP−1 = PP−1APP−1 = A, e qui est la formuleattendue. Supposons désormais An = PDnP−1, en utilisant le alul préédent, on a alors
An+1 = An × A = PDnP−1PDP−1 = PDnDP−1 = PDn+1P−1.(g) On alule P−1A =

(

2 0
−1 1

) puis P−1AP =

(

2 0
0 1

). On a don sans di�ulté
Dn =

(

2n 0
0 1

), puis PDn =

(

2n 0
2n 1

), et en�n An = P−1DnP =

(

2n 0
2n − 1 1

), equi est bien la même formule que plus haut.(h) Il ne reste plus qu'à aluler An

(

1
2

)

=

(

2n

2n + 1

), et à en déduire que pn = 2n,
qn = 2n + 1, et don un =

2n

2n + 1
= 1 −

1

2n + 1
(on remarque que la onvergene de unvers 1 est assez évidente au vu de sa formule expliite).(i) On a |un − 1| 6 10−3 dès que 1

2n+1
6

1

1 000
, soit 2n > 500. Cela se produit pour n = 9(en e�et, 29 = 512), une valeur nettement inférieure à elle obtenue dans la deuxièmepartie. Comme quoi l'IAF est utile mais ne donne pas des résultats très préis.
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