
Devoir Surveillé n�6 : orrigéECE3 Lyée Carnot15 mars 2011Exerie 11. (a) Pour que f soit dé�nie, il faut avoir ex−e−x > 0, soit ex > e−x, ou enore x > −x puisque la fontionexponentielle est roissante. Cela donne 2x > 0, don Dk =]0;+∞[.(b) Comme lim
x→0

ex − e−x = 0, on a lim
x→0

f(x) = −∞. En +∞, ex − e−x tend vers +∞, don f aussi. Deplus, f(x) = ln(ex(1− e−2x)) = x + ln(1− e−2x). On en déduit que f(x)

x
= 1 +

ln(1 − e−2x)

x
. Comme

lim
x→+∞

ln(1 − e−2x) = 0, on en déduit que lim
x→+∞

f(x)

x
= 1. On alule don f(x) − x = ln(1 − e−2x),dont on a déjà vu que ça tendait vers 0 en +∞. Conlusion : f admet en +∞ une asymptote obliqued'équation y = x.() Enore une fois, on reprend f(x) − x = ln(1 − e−2x). Comme 1 − e−2x < 1, ette expression estnégative, don la ourbe de f est toujours en-dessous de son asymptote.(d) Dérivons don f : f ′(x) =

ex + e−x

ex − e−x
. Cette dérivée est stritement positive sur ]0;+∞[, la fontion fest don stritement roissante. Voii la ourbe de f :
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−52. (a) On a vu que la fontion f était stritement roissante et ontinue, elle est don bijetive de ]0;+∞[sur R (au vu du alul des limites). L'équation f(x) = n a don une unique solution quelle que soitla valeur de n.(b) Puisque f(un) < f(un+1), la fontion f étant roissante, un < un+1, et la suite est stritementroissante.() D'après le théorème de la bijetion, la réiproque f−1 de f a pour limite +∞ en +∞. Or, on a
un = f−1(n), don lim

n→+∞

un = +∞.3. (a) Par dé�nition de un, on a un−n = un−f(un). Or on a vu que lim
x→+∞

x−f(x) = 0. La suite (un) ayantpour limite +∞, on en déduit que lim
n→+∞

un −n = 0. De plus, un −n = − ln(1− e−2un). Comme e−2untend vers 0, on peut appliquer l'équivalent lassique de ln(1 + x) en 0 pour obtenir un − n ∼ e−2un .Or, un = n + o(1), don e−2un = e−2n+o(1) = e−2neo(1) ∼ e−2n puisque l'exponentielle de quelquehose qui tend vers 0 tend vers 1. 1



(b) On sait en fait résoudre l'équation ln(ex − e−x) = n : elle équivaut à ex − e−x = en soit, aprèsmultipliation par ex, e2x − enex − 1 = 0. En posant X = ex, on se ramène à l'équation du seonddegré X2 − enX − 1 = 0. Celle-i a pour disriminant ∆ = e2n + 4 (toujours positif) et admetdon deux raines X1 =
en +

√
e2n + 4

2
, et X2 qu'on oubliera ar elle est négative. On revient à

x = ln X = ln

(

en +
√

e2n + 4

2

), qui est don la valeur exate de un.Exerie 2 (d'après ESC 2005)1. Après un seul tirage, deux situations possible : on a tiré une boule rouge ave probabilité et on a alors
Y1 = 1 ; ou on a tiré une boule bleue ave probabilité 1

3
et on garde Y1 = 2. On a don P (Y1 = 2) =

1

3et P (Y1 = 1) =
2

3
, d'où E(Y1) =

2

3
+

2

3
=

4

3
; puis E(X2) =

4

3
+

2

3
= 2, don d'après la formule deKönig-Huygens V (X) = E(X2) − E(X)2 = 2 − 16

9
=

2

9
.2. On a en général Yn(Ω) = {0; 1; 2} (puisqu'il y a remise tant qu'on tire des boules bleues, on peut garder 2boules rouges autant de temps qu'on le veut).3. Pour avoir Yn = 2, il faut tirer la boule bleue n fois de suite (il y aura toujours une seule boule bleue dansl'urne dans e as), e qui se produit ave une probabilité de 1

3n
.4. (a) Pour avoir Y2 = 1, il faut soit tirer la boule bleue puis une rouge, e qui se produit ave une probabilité

1

3
× 2

3
=

2

9
; soit une rouge puis une des deux bleues qui sont alors dans l'urne, e qui se produit aveune probabilité 2

3
× 2

3
. Au total on a bien P (Y2 = 1) =

6

9
=

2

3
.(b) Commençons par noter que PYn=0(Yn+1 = 1) = 0, PYn=1(Yn+1 = 1) =

2

3
(puisqu'il y a alors deuxboules bleues dans l'urne) et PYn=2(Yn+1 = 1) =

2

3
(puisqu'il y a ette fois-i deux boules rouges dansl'urne). Les évènements Yn = 0, Yn = 1 et Yn = 2 forment un système omplet d'évènements. On peutdon appliquer la formule des probabilités totales pour obtenir un+1 =

2

3
un +

2

3
× 1

3n
, e qui donnebien la formule souhaitée. Pour n = 1, on a 2

3
u1 +

2

32
=

2

3
× 2

3
+

2

9
=

6

9
= u2. La relation est donégalement vraie pour n = 1.() PROGRAM suite ;USES winrt ;VAR n,i : integer ; u,a : real ;BEGINWriteLn('Choissez l'entier n') ;ReadLn(n) ;u := 2/3 ; a := 2/9 ;FOR i := 2 TO n DOBEGINu := 2*u/3+a ;a := a/3 ;END ;WriteLn('u_n=',u) ;END.(d) Calulons don vn+1 = un+1 +

2

3n+1
=

2

3
un +

4

3n+1
=

2

3

(

un +
2

3n

)

=
2

3
vn. La suite (vn) est dongéométrique de raison 2

3
.(e) Comme v1 = u1 +

2

3
=

4

3
, on obtient vn =

4

3

(

2

3

)n−1

=
2n+1

3n
, puis un =

2n+1 − 2

3n
.2



(f) On a bien sûr P (Yn = 0) = 1 − P (Yn = 2) − P (Yn = 1) = 1 − 1

3n
− 2n+1 − 2

3n
=

3n − 2n+1 + 1

3n
.(g) Par dé�nition, E(Yn) =

2n+1 − 2

3n
+

2

3n
=

2n+1

3n
.(h) i. On a simplement An = (Yn = 0) ∩ (Yn−1 = 1).ii. On en déduit que P (An) = P (Yn−1 = 1) × PYn−1=1(Yn = 0) =

1

3
P (Yn−1 = 1) =

2n − 2

3n
.iii. Calulons don (e sont des séries géométriques toutes bêtes) : +∞

∑

n=2

P (An) =
+∞
∑

n=2

(

2

3

)n

−2
+∞
∑

n=2

(

1

3

)n

=

1

1 − 2
3

− 1 − 2

3
− 2

(

1

1 − 1
3

− 1 − 1

3

)

= 3 − 5

3
− 3 +

8

3
= 1. Cela revient à dire que la probabilitéqu'on �nisse par tirer la dernière boule blanhe vaut 1. Autrement dit, il est quasiment ertainqu'on �nira par tirer les deux boules rouges.Exerie 3 (d'après ESSEC Tehno 2005)1. (a) Il y a (2n

n

) tirages possibles au total (l'ordre n'a auune importane ii), dont un seul donnant toutesles boules numéro 0, don la probabilité demandée vaut 1
(

2n
n

) .(b) Si on impose que la boule numéro i soit tirée, il reste à hoisir n− 1 boules parmi les 2n− 1 restantes,don la probabilité de tirer le numéro i vaut (2n−1
n−1

)

(2n
n

) =
(2n − 1)!

(n − 1)!n!
× n!2

(2n)!
=

n

2n
=

1

2
(plut�t logiquepuisqu'on tire la moitié des boules de l'urne).() Si n 6 3, ette probabilité vaut bien sûr 1. Dans le as ontraire, il y a n + 3 boules dont le numéron'atteint pas 4, don la probabilité vaut (n+3

n

)

(

2n
n

) =
(n + 3)!

6n!
× n!2

(2n)!
=

n!(n + 3)!

6(2n)!
. Pour n = 6, onobtient 6! × 9!

6 × 12!
=

6!

6 × 10 × 11 × 12
=

5 × 4 × 3 × 2

10 × 11 × 12
=

1

11
.2. (a) La variable Xi suit bien sûr une loi bin�miale, et au vu de la question 1.b, son paramètre vaut 1

2
. Ona don E(Xi) =

1

2
et V (Xi) =

1

2
× 1

2
=

1

4
.(b) La variable XiXj est aussi une variable de Bernoulli (quand on multiplie des 0 et des 1, on ne peutpas obtenir autre hose que 0 ou 1), et P (XiXj = 1) = P ((Xi = 1) ∩ (Xj = 1)). Cet évènementse produit si on tire simultanément les boules i et j, e qui laisse (2n − 2

n − 2

) hoix pour les boulesrestantes. On a don P (XiXj = 1) =

(2n−2
n−2

)

(2n
n

) =
(2n − 2)!

(n − 2)!n!
× n!2

(2n)!
=

n(n − 1)

(2n(2n − 1)
=

n − 1

2(2n − 1)
.Comme P (Xi = 1) × P (Xj = 1) =

1

4
6= n − 1

2(2n − 1)
, les deux évènements ne sont pas indépendants.3. (a) La variable iXi vaut i si la boule numéro i est tirée, 0 sinon. En faisant la somme de es variables, onobtient don la somme des numéros tirés (les boules 0 n'ayant évidemment auune in�uene sur ettesomme).(b) Par linéarité, E(S) =

i=n
∑

i=1

iE(Xi) =

i=n
∑

i=1

i

2
=

n(n + 1)

4
.() On veut avoir n(n + 1)

4
> 30, soit n(n + 1) > 120. Les plus ourageaux iront résoudre l'inéquationdu seond degré, les autres onstateront que n(n + 1) est roissant sur N, que 10 × 11 < 120 mais

11 × 12 > 120. Il faut don avoir n > 11.4. (a) Comme il y a n boules portant le numéro 0 et n ne le portant pas, le nombre de tirages véri�ant
Z = k est de (n

k

)

×
(

n

n − k

) (k boules hoisies dans le premier lot, n − k dans le deuxième), ou3



enore (n

k

)2 en utilisant la symétrie des oe�ients bin�miaux. On a don P (Z = k) =

(

n
k

)2

(2n
n

) . Comme
Z prend ses valeurs entre 0 et n, on aura k=n

∑

k=0

P (Z = k) = 1, e qui donne bien (en faisant passerle dénominateur onstant à droite) k=n
∑

k=0

(

n

k

)2

=

(

2n

n

) (qui n'est autre qu'un as partiulier de laformule de Vandermonde).(b) Si n = 2, on a (2n

n

)

=

(

4

2

)

= 6 ; et (2

0

)

=

(

2

2

)

= 1 et (2

1

)

= 2, d'où P (Z = 0) = P (Z = 2) =
1

6
et

P (Z = 1) =
4

6
=

2

3
. On en déduit E(Z) = 1 (la loi est symétrique), puis E(Z2) =

4

6
+

4

6
=

4

3
, don,via König-Huygens, V (Z) =

4

3
− 12 =

1

3
.() On a manifestement X+Z = n, don X = n−Z. Or, Z et X suivent la même loi (même raisonnementpour aluler la loi de X que pour elle de Z), don ont la même espérane. Par linéarité, on obtientdon 2E(X) = n, soit E(X) = E(Z) =
n

2
.(d) Par ailleurs, X =

i=n
∑

i=1

Xi, don E(X) =
i=n
∑

i=1

E(Xi) =
i=n
∑

i=1

1

2
=

n

2
.(e) En revenant à la dé�nition, E(Z) =

i=n
∑

i=1

i

(

n
i

)2

(

2n
n

) . On peut faire démarrer la somme à i = 0 (ça ne hangerien) et faire passer la onstante du dénominateur de l'autre �té pour obtenir, en utlisant la valeurde E(Z), i=n
∑

i=0

i

(

n

i

)2

=
n

2

(

2n

n

).
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