
Devoir Surveillé n�3ECE3 Lyée Carnot30 novembre 2010Durée : 4H. Calulatries interditesExerie 1On dé�nit la suite (un) par un =

k=n
∑

k=0
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) .1. (a) Érire les premières lignes du triangle de Pasal, et aluler u0, u1, u2, u3 et u4.(b) Montrer que, si k 6
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) (autrement dit, haque ligne du triangle dePasal est onstitué de termes roissants jusqu'à son milieu).() En déduire que, ∀2 6 k 6 n − 2, 1
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) , puis que ∀n > 2, 2 6 un 6 2 +
2

n
+

k=n−2
∑

k=2

1
(

n

2

) .(d) Prouver que (un) onverge, et préiser sa limite.2. (a) À l'aide de la formule de Pasal, montrer que ∀k 6 n, 1
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) .() Déduire des deux questions préédentes que (un) est déroissante à partir de u3.3. (a) Montrer à l'aide d'un hangement d'indie que k=n
∑
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.(b) En déduire que 2
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∑
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∑
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.() Montrer que la suite (un) véri�e la relation de réurrene ∀n > 1, un+1 = 1 +

n + 2

2n + 2
un.(d) Érire un programme PASCAL alulant la valeur de un pour un entier n hoisi parl'utilisateur (en utilisant la relation obtenue à la question préédente).(e) En admettant que la suite (vn) dé�nie par vn = n(un − 2) onverge, déterminer sa limite,et en déduire un équivalent simple de un − 2.1



Exerie 2Un domino traditionnel est un retangle séparé en deux arrés sur lesquels sont insrits deuxhi�res ompris entre 0 et 6. Pour tout et exerie, le terme � domino double � désignera un dominodont les deux arrés ontiennent le même hi�re et � domino simple � un domino sur lequel sontinsrits deux nombres distints.1. Dans un premier temps, on tire simultanément deux dominos dans une boîte ontenant unexemple de haque domino traditionnel (l'ordre des deux arrés sur un domino n'est pas im-portant, il n'y a don qu'un seul domino 4 − 5 par exemple).(a) Déterminer le nombre de dominos que ontient la boite. Combien parmi eux sont desdominos simples ?(b) Combien y a-t-il de tirages possibles au total ?() Combien de tirages onstitués de deux dominos doubles ? D'un double et d'un simple ?(d) Combien de tirages pour lesquels le hi�re 1 n'apparait sur auun des deux dominos ?(e) Combien de tirages pour lesquels on obtient deux hi�res 2 sur les deux dominos tirés ?(f) Combien de tirages pour lesquels les deux dominos ont (au moins) un hi�re en ommun ?(g) Combien de tirages pour lesquels la somme des quatre hi�res tirés vaut 5 ?2. On suppose désormais que les dominos peuvent avoir sur leurs faes des nombres omprisentre 0 et n − 1 (et non plus 0 et 6 omme auparavant). Comme préédemment, on plae unexemplaire de haque domino dans une boite, et eon en tire ette fois-i trois suessivementave remise.(a) Montrer que le nombre de dominos est désormais égal à n(n + 1)

2
.(b) Déterminer le nombre total de tirages possibles.() Combien de tirages pour lesquels obtient au moins un double ?(d) Combien de tirages pour lesquels on obtient deux fois exatement le hi�re 0 ?3. On dispose désormais de dominos jaunes, rouges et verts en nombre aussi grand que néessaire.On veut onstruire un mur de dominos de hauteur 2 et de longueur n à l'aide de es dominos(f shéma pour un exemple de mur de hauteur 2 et de longueur 5). Un domino vertial seranéessairement jaune, mais quand on pose deux dominos horizontaux, on a le hoix entre mettreun vert au-dessus et un rouge en-dessous, ou le ontraire. On note un le nombre de murs delongueur n distints possibles.

(a) En faisant la liste des as possibles, déterminer la valeur de u1, u2, u3 et u4.(b) Prouver que, ∀n > 1, un+2 = 2un + un+1.() En déduire la valeur de un en fontion de n.
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Exerie 3On onsidère les suites (un) et (vn) dé�nies par un =

k=n
∑

k=1

1

k
− ln n, et vn =

k=n
∑

k=1

1

k
− ln(n + 1).1. (a) En étudiant les variations de la fontion f : x 7→ ln(x+1)− ln x−

1

x
, prouver que, ∀n > 1,

ln(n+1)−ln n 6
1

n
. On admet pour la suite de l'exerie que ∀n > 2, 1

n
6 ln n−ln(n−1).(b) En déduire que ∀n > 1, ln(n + 1) 6

k=n
∑

k=1

1

k
6 1 + ln n.() Déterminer un équivalent simple de k=n

∑

k=1

1

k
quand n tend vers +∞.(d) En reprenant les résultats de la question 1, déterminer la monotonie des suites (un) et

(vn).(e) Prouver que (un) et (vn) sont adjaentes.(f) En déduire qu'il existe un réel c (qu'on ne herhera pas à déterminer) tel que k=n
∑

k=1

1

k
=

ln n + c + αn, ave lim
n→+∞

αn = 0.2. On s'intéresse désormais à la suite (wn) dé�nie par wn =

k=2n
∑

k=n+1

1

k
.(a) Caluler (et simpli�er) les valeurs de w0, w1, w2 et w3.(b) Déterminer la monotonie de la suite (wn).() Prouver que ∀n > 1, wn 6 1.(d) En déduire la onvergene de la suite (wn), et un enadrement de sa limite.(e) Prouver que u2n − un = wn − ln 2, et en déduire la limite de (wn).3. Dans ette dernière partie, on onsidère une dernière suite (tn) dé�nie par t0 = 1 et ∀n ∈ N,

tn+1 =
tn

t2n + tn + 1
.(a) Montrer que, ∀n ∈ N, tn ∈ [0; 1].(b) Étudier la monotonie de (tn), et en déduire sa onvergene.() Montrer par réurrene que, ∀n ∈ N, 1

tn
> n + 1.(d) En déduire à l'aide d'une nouvelle réurrene que, ∀n > 1, 1

tn
6 n + 1 +

k=n
∑

k=1

1

k
.(e) En réutilisant les résultats des questions préédentes et eux de la première partie, déter-miner un équivalent simple de tn.
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