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Le premier grand thème à notre programme 
ette année, 
e sont les suites. Pour 
e premier
hapitre qui leur sera 
onsa
ré (il y en aura seulement deux), nous allons revenir sur des notionsque vous avez déjà vues, en élargissant un peu le 
hamp des suites 
lassiques à 
onnaitre. Vous avezvu au ly
ée les suites arithmétiques et géométriques (nous rappellerons les prin
ipaux résultats les
on
ernant), nous en rajouterons deux autres types.1 Généralités sur les suitesDé�nition 1. Une suite réelle (un)n∈N est une liste in�nie de nombres réels, habituellement numé-rotés à partir de 0. Ainsi, on note u0 le premier terme de la suite, u1 le deuxième et
. Le nombre un(pour n �xé) est appelé terme d'indi
e n de la suite, et un (n n'étant pas �xé) est appelé termegénéral de la suite (attention à ne pas 
onfondre notamment un et (un)).Remarque 1. Une autre façon de voir les 
hoses est de dire qu'une suite (un) est une fon
tion de Ndans R, où on 
hoisit de noter l'image de l'entier n un plut�t que u(n).On peut dé�nir une suite réelle de bien des façons, les plus fréquentes étant les suivantes :
• par la liste de ses éléments, par exemple u0 = 2 ; u1 = 4 ; u2 = 6 ; u3 = 8 ; u4 = 10 et
. C'est laméthode la plus naturelle, mais elle trouve très vite ses limites puisqu'il faut que la suite soitsu�samment simple pour qu'on devine tous les termes à partir des premiers.
• par une formule expli
ite pour le terme général, par exemple un = n2 − 4n + 1. C'est unedé�nition qui ressemble beau
oup à la dé�nition usuelle d'une fon
tion, et qui est extrêmementpratique pour les 
al
uls. C'est 
elle qu'on 
her
hera à obtenir le plus souvent.
• de façon impli
ite, par exemple un est l'unique réel positif véri�ant eun − un − 2 = n (
royez-moi sur parole, il y en a un et un seul pour 
haque valeur de n). Pas vraiment extrêmementpratique pour les 
al
uls, mais on n'arrive pas toujours à obtenir une formule expli
ite. Dans
e 
as, on arrive quand même à s'en sortir à l'aide d'études de fon
tions, nous reverrons don

e genre de suites plus tard dans l'année.
• un 
as très fréquent est le 
as de la dé�nition par ré
urren
e. Elle 
onsiste à donner une relationde ré
urren
e entre les termes de la suite, 
'est-à-dire à exprimer un+1 en fon
tion de un, et àpré
iser la valeur de u0 (sinon, 
'est 
omme pour une ré
urren
e non initialisée, ça ne sert àrien). Par exemple, u0 = 3 et ∀n ∈ N, un+1 = u2

n − 5. C'est beau
oup moins pratique pour les
al
uls qu'une dé�nition expli
ite, mais 
'est souvent la dé�nition la plus naturelle que nousaurons d'une suite. Il peut arriver qu'une suite soit dé�nie par ré
urren
e double (un+2 enfon
tion de un+1 et un), auquel 
as il faut pré
iser les valeurs de u0 et u1, voire par ré
urren
etriple ou pire (mais 
'est plus rare !). 1



Dé�nition 2. Une suite réelle (un) est 
roissante (resp. dé
roissante) si ∀n ∈ N, un 6 un+1(resp. un > un+1 ; je vous fais grâ
e des dé�nitions de 
roissan
e et dé
roissan
e stri
te). Une suiteréelle est stationnaire si elle est 
onstante à partir d'un 
ertain rang : ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, un = un0
.Exemple : Une te
hnique 
lassique pour étudier le sens de variation d'une suite est de 
al
uler

un+1−un et de déterminer son signe. Prenons la suite dé�nie par u0 = 2 et ∀n ∈ N, un+1 = u2
n+un+2,alors un+1 − un = u2

n + 2 > 0, don
 la suite est stri
tement 
roissante.Dans le 
as d'une suite à termes stri
tement positifs, on peut également 
al
uler un+1

un

et déterminersi 
e quotient est supérieur ou inférieur à 1.Dé�nition 3. Une suite (un) est majorée (resp. minorée) par un réel m si ∀n ∈ N, un 6 m (resp.
un > m). Elle est bornée si elle est à la fois majorée et minorée.Exemple : On est souvent amenés à e�e
tuer des ré
urren
es pour prouver des propriétés de
roissan
e, majoration, et
. sur les suites. Considérons la suite dé�nie par u0 = 4 et ∀n ∈ N,
un+1 =

√
un + 1. Le 
al
ul des premiers termes de la suite semble indiquer que la suite prend sesvaleurs entre 2 et 3. Prouvons par ré
urren
e pour tout n > 1 la propriété Pn : un ∈ [2; 3]. Pour

n = 1, u1 =
√

4 + 1 = 3 don
 P1 est véri�ée. Supposons désormais Pn véri�ée pour un 
ertainentier n, alors 2 6 un 6 3, don
 √
2 + 1 6

√
un + 1 6

√
3 + 1, et un+1 ∈ [

√
2 + 1;

√
3 + 1]. Comme

2 <
√

2 + 1 <
√

3 + 1 < 3, on peut 
on
lure que Pn+1 est véri�ée et, par prin
ipe de ré
urren
e, que,
∀n > 1, un ∈ [2; 3].Si vous êtes observateur, vous aurez aussi 
onstaté que la suite (un) semblait dé
roissante. C'estun peu plus subtil à prouver par ré
urren
e (essayez, vous verrez le problème), mais il existe d'autresméthodes pour déterminer le sens de variation de 
e genre de suites, que nous étudierons plus tard.Dé�nition 4. On appelle somme partielle d'indi
e n de la suite (un) la somme Sn =

k=n∑

k=0

uk.Cette notion trouvera toute son importan
e dans le 
hapitre ultérieur 
onsa
ré aux séries, maisnous allons 
ommen
er à 
al
uler de telles sommes dans la deuxième partie de 
e 
hapitre.2 Quelques suites à 
onnaitre2.1 Suites arithmétiquesDé�nition 5. Une suite réelle (un) est appelée suite arithmétique de raison r ∈ R si elle véri�ela relation de ré
urren
e suivante : ∀n ∈ N, un+1 = un + r.Proposition 1. Une suite arithmétique de raison r et de premier terme u0 véri�e les résultatssuivants :
• formule expli
ite : ∀n ∈ R, un = u0 + nr.
• variations : si r > 0, la suite (un) est stri
tement 
roissante ; si r < 0, elle est stri
tementdé
roissante.
• sommes partielles : ∀n ∈ N, Sn =

k=n∑

k=0

uk =
(u0 + un)(n + 1)

2
.Démonstration.

• Une petite ré
urren
e permet de prouver Pn : un = u0+nr. C'est vrai au rang 0 : u0 = u0+0×r,et en le supposant vrai au rang n, on a par dé�nition un+1 = un+r = u0+nr+r = u0+(n+1)r,don
 Pn+1 est véri�ée. D'après le prin
ipe de ré
urren
e, ∀n ∈ N, un = u0 + nr.
• Cela dé
oule de façon immédiate de la 
onstatation que un+1 − un = r.2



• Sn =

k=n∑

k=0

uk =

k=n∑

k=0

u0 + kr =

k=n∑

k=0

u0 + r

k=n∑

k=0

k = (n+1)u0 + r
n(n + 1)

2
=

(2u0 + nr))(n + 1)

2
=

(u0 + u0 + nr)(n + 1)

2
=

(u0 + un)(n + 1)

2
. On a réutilisé pour 
e 
al
ul une des sommes 
las-siques 
al
ulées au 
hapitre pré
édent.Exemple : Dans la bonne ville de Glourz, l'abonnement annuel aux transports en 
ommun 
outait

200 zlourks en l'an 2 000, mais augmente de 6, 5 zlourks 
haque année. Si on note un la valeur del'abonnement annuel à l'année 2 000+n, la suite (un) est une suite arithmétique de raison r = 6, 5 etde premier terme u0 = 200. Ainsi, le tarif de l'abonnement pour 2 010 sera de u10 = 200+10×6, 5 =
265 zlourks. Un habitant ayant vé
u à Glourz entre 2 000 et 2 010 in
lus (soit 11 années au total) etayant pris son abonnement tous les ans aura payé au total k=10∑

k=0

uk =
11(u0 + u10)

2
=

11(200 + 265)

2
=

2 557, 5 zlourks.2.2 Suites géométriquesDé�nition 6. Une suite réelle (un) est appelée suite géométrique de raison q ∈ R si elle véri�ela relation de ré
urren
e suivante : ∀n ∈ N, un+1 = q × un.Proposition 2. Une suite géométrique de raison q et de premier terme u0 véri�e les résultatssuivants :
• formule expli
ite : ∀n ∈ R, un = u0 × qn.
• variations : si q > 1 et u0 > 0, la suite (un) est stri
tement 
roissante ; si 0 < q < 1 et u0 > 0,elle est stri
tement dé
roissante (si u0 < 0, 
'est le 
ontraire). Si q < 0, les termes de la suitesont de signe alterné.
• sommes partielles : ∀n ∈ N, si q 6= 1, Sn =

k=n∑

k=0

uk = u0

1 − qn+1

1 − q
.Démonstration.

• Une petite ré
urren
e permet de prouver Pn : un = u0×qn. C'est vrai au rang 0 : u0 = u0×q0,et en le supposant vrai au rang n, on a par dé�nition un+1 = un × q = u0× qn × q = u0× qn+1,don
 Pn+1 est véri�ée. D'après le prin
ipe de ré
urren
e, ∀n ∈ N, un = u0 × qn.
• On a ∀n ∈ N, un+1 − un = u0 × qn+1 − u0 × qn = u0q

n(q − 1). Toues les résultats 
on
ernantle sens de variation en dé
oulent.
• Sn =

k=n∑

k=0

uk =

k=n∑

k=0

u0 × qk = u0

k=n∑

k=0

qk = u0

1 − qn+1

1 − q
. On a réutilisé pour 
e 
al
ul une dessommes 
lassiques 
al
ulées au 
hapitre pré
édent.Exemple : Dans la bonne ville de S
hmurz, l'abonnement annuel aux transports en 
ommun 
outait

200 zlourks en l'an 2 000, mais augmente de 3% 
haque année. Si on note un la valeur de l'abonnementannuel à l'année 2 000 + n, la suite (un) est une suite géométrique de raison q = 1, 03 et de premierterme u0 = 200 (en e�et, un+1 = un +
3un

100
= un × (1 + 0, 03)). Ainsi, le tarif de l'abonnement pour

2 010 sera de u10 = 200 × 1, 0310 ≃ 268, 8 zlourks. Un habitant ayant vé
u à Glourz entre 2 000 et
2 010 in
lus (soit 11 années au total) et ayant pris son abonnement tous les ans aura payé au total
k=10∑

k=0

uk = 200
1 − 1, 0311

1 − 1, 03
≃ 2 561, 6 zlourks.
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2.3 Suites arithméti
o-géométriquesDé�nition 7. Une suite réelle (un) est arithméti
o-géométrique s'il existe deux réels a /∈ {0 : 1}et b 6= 0 tels qu'elle véri�e la relation de ré
urren
e suivante : ∀n ∈ N, un+1 = aun + b.Théorème 1. Soit (un) une suite arithméti
o-géométrique, alors, en notant α l'unique solution del'équation x = ax + b (aussi appelée équation de point �xe de la suite), la suite (vn) dé�nie par
vn = un − α est une suite géométrique de raison a.Démonstration. L'existen
e et l'uni
ité du réel α dé
oulent du fait qu'on a imposé a 6= 1 dans ladé�nition d'une suite arithméti
o-géométrique. Remarquons ensuite que ∀n ∈ N

vn+1 = un+1 − α = aun + b − α = aun − aα = a(un − α) = avnLa suite (vn) est don
 géométrique de raison a.Remarque 2. On déduit du théorème pré
édent que ∀n ∈ N, un = vn + α = v0 × an + α = (u0 −
α)an +α, 
e qui donne une expression expli
ite du terme de un. En pratique, en présen
e d'une suitearithméti
o-géométrique, on présentera les 
al
uls de la façon suivante :

• 
al
ul du point �xe α.
• dé�nition de la suite (vn).
• véri�
ation que (vn) est suite géométrique.
• 
on
lusion : expression du terme général un.Exemple Soit (un) la suite dé�nie par u0 = 2 et ∀n ∈ N, un+1 = 2un − 1. L'équation de point �xede la suite est x = 2x − 1, qui a pour unique solution α = 1, on pose don
 ∀n ∈ N, vn = un − 1.On remarque que vn+1 = un+1 − 1 = 2un − 2 = 2(un − 1) = 2vn, don
 la suite (vn) est géométriquede raison 2 et de premier terme v0 = u0 − 1 = 1. On en déduit que ∀n ∈ N, vn = 2n, don


un = vn + 1 = 2n + 1.Si on le souhaite, on peut aisément 
al
uler les sommes partielles de la suite (un) :
Sn =

k=n∑

k=0

uk =

k=n∑

k=0

2k +

k=n∑

k=0

1 =
1 − 2n+1

1 − 2
+ n + 1 = 2n+1 + n.2.4 Suites ré
urrentes linéaires d'ordre 2Dé�nition 8. Une suite réelle est dite ré
urrente linéaire d'ordre 2 si elle véri�e une relationde ré
urren
e double linéaire à 
oe�
ients 
onstants, 
'est-à-dire que, ∀n ∈ N, un+2 = aun+1 + bun,où a et b sont deux réels non nuls.Dé�nition 9. Soit (un) une suite ré
urrente linéaire d'ordre 2. On appelle équation 
ara
téris-tique de la suite l'équation du se
ond degré r2 − ar − b = 0.Théorème 2. Si l'équation 
ara
téristique d'une suite ré
urrente linéaire d'ordre 2 (un) admet deuxra
ines réelles distin
tes r et s, le terme général de la suite peut s'é
rire sous la forme un = αrn+βsn,

α et β étant deux réels pouvant être déterminés à l'aide des deux premiers termes de la suite.Si l'équation 
ara
téristique admet une ra
ine réelle double r, alors un = (α + βn)rn (ave
 (α, β) ∈
R

2).Si l'équation 
ara
téristique n'a pas de ra
ine réelle, on ne peut malheureusement rien dire d'inté-ressant à notre niveau.Démonstration. Constatons que, si r et s sont ra
ines de l'équation 
ara
téristique, toutes les suitesde la forme un = αrn+βsn véri�ent la ré
urren
e linéaire : en e�et, r2 = ar+b ⇒ rn+2 = arn+1+brn(et de même pour sn+2), don
 un+2 = αrn+2+βsn+2 = α(arn+1+brn)+β(asn+1+bsn) = aun+1+bun.Comme de plus la suite un est 
omplètement déterminée par ses deux premiers termes et la relationde ré
urren
e double, une suite véri�ant 
ette même relation de ré
urren
e et ayant les deux mêmespremiers termes que (un) est égale à 
elle-
i. 4



Le prin
ipe est le même dans le deuxième 
as : un+2 = (α + βn)rn+2 = (α + βn)(arn+1 + brn) =
αarn+1 + αbrn + βnarn+1 + βnbrn = aun+1 + bun. Le point déli
at de 
ette démonstration, quenous allons subtilement esquiver, est en fait d'arriver à prouver qu'il existe toujours une suite dutype donné ayant les deux mêmes premiers termes que un. Nous nous 
ontenterons pour l'instantd'admettre (et de 
onstater sur des exemples) que 
'est bien le 
as, et qu'on ne peut pas en généralse 
ontenter d'une forme plus simple (par exemple ave
 une seule des deux ra
ines dans le premier
as).Exemple : Nous en avons déjà vu un en appli
ation du prin
ipe de ré
urren
e. Mais désormais, nousdisposons d'outils permettant justement d'éviter les ré
urren
es et surtout de trouver fa
ilement laforme du terme général de la suite. Prenons la suite (un) dé�nie par u0 = 0 ; u1 = 1 et ∀n ∈
N, un+2 = 5un+1 − 6un. Son équation 
ara
téristique est r2 − 5r + 6, qui a pour dis
riminant
∆ = 25 − 24 = 1, et don
 deux ra
ines réelles r =

5 + 1

2
= 3 et s =

5 − 1

2
= 2. D'après le théorèmepré
édent, on peut don
 a�rmer que un = 3nα+2nβ. Les valeurs de u0 et u1 donnent respe
tivement

30α+20β = α+β = 0, et 3α+2β = 1, dont on déduit β = −α, puis α = 1, don
 β = −1. Con
lusion :
∀n ∈ N, un = 3n − 2n.En
ore une fois, le 
al
ul éventuel de sommes partielles ne pose guère de problème puisque la suiteest une somme de deux suites géométriques.
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