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Le premier grand théme & notre programme cette année, ce sont les suites. Pour ce premier
chapitre qui leur sera consacré (il y en aura seulement deux), nous allons revenir sur des notions
que vous avez déja vues, en élargissant un peu le champ des suites classiques a connaitre. Vous avez
vu au lycée les suites arithmétiques et géométriques (nous rappellerons les principaux résultats les
concernant), nous en rajouterons deux autres types.

1 Généralités sur les suites

Définition 1. Une suite réelle (u,)nen est une liste infinie de nombres réels, habituellement numé-
rotés & partir de 0. Ainsi, on note ug le premier terme de la suite, u; le deuxiéme etc. Le nombre u,,
(pour n fixé) est appelé terme d’indice n de la suite, et u, (n n’étant pas fixé) est appelé terme
général de la suite (attention a ne pas confondre notamment u, et (u,)).

Remarque 1. Une autre facon de voir les choses est de dire qu’une suite (u,,) est une fonction de N
dans R, ou on choisit de noter I'image de U'entier n u,, plutot que u(n).

On peut définir une suite réelle de bien des fagons, les plus fréquentes étant les suivantes :

e par la liste de ses éléments, par exemple ug = 2; u; =4; uy =6; ug = 8; ug = 10 etc. C’est la
méthode la plus naturelle, mais elle trouve trés vite ses limites puisqu’il faut que la suite soit
suffisamment simple pour qu’on devine tous les termes & partir des premiers.

e par une formule explicite pour le terme général, par exemple u, = n? — 4n + 1. C’est une
définition qui ressemble beaucoup a la définition usuelle d’une fonction, et qui est extrémement
pratique pour les calculs. C’est celle qu’on cherchera a obtenir le plus souvent.

e de fagon implicite, par exemple u,, est 'unique réel positif vérifiant e“» — u,, — 2 = n (croyez-
moi sur parole, il y en a un et un seul pour chaque valeur de n). Pas vraiment extrémement
pratique pour les calculs, mais on n’arrive pas toujours a obtenir une formule explicite. Dans
ce cas, on arrive quand méme a s’en sortir & ’aide d’études de fonctions, nous reverrons donc
ce genre de suites plus tard dans ’année.

e un cas trés fréquent est le cas de la définition par récurrence. Elle consiste & donner une relation
de récurrence entre les termes de la suite, c’est-a-dire & exprimer u,41 en fonction de u,, et a
préciser la valeur de wug (sinon, ¢’est comme pour une récurrence non initialisée, ¢a ne sert a
rien). Par exemple, ug = 3 et ¥n € N, u,1 = u2 — 5. C’est beaucoup moins pratique pour les
calculs qu’une définition explicite, mais c’est souvent la définition la plus naturelle que nous
aurons d’une suite. Il peut arriver qu’une suite soit définie par récurrence double (u,42 en
fonction de w41 et u,), auquel cas il faut préciser les valeurs de ug et uy, voire par récurrence
triple ou pire (mais c’est plus rare!).



Définition 2. Une suite réelle (u,) est croissante (resp. décroissante) si Vn € N, u,, < upq1
(resp. U, = upy1; je vous fais grace des définitions de croissance et décroissance stricte). Une suite
réelle est stationnaire si elle est constante & partir d’un certain rang : Ing € N, Vn = ng, up = y,.

Exemple : Une technique classique pour étudier le sens de variation d’une suite est de calculer
Up 41 —Upy et de déterminer son signe. Prenons la suite définie par ug = 2 et Vn € N, w11 = u2 +u, +2,

alors up41 — Up = ui 4+ 2 > 0, donc la suite est strictement croissante.

Unp+41 , .
"1 ot déterminer

Dans le cas d’une suite & termes strictement positifs, on peut également calculer
un
si ce quotient est supérieur ou inférieur a 1.

Définition 3. Une suite (uy,) est majorée (resp. minorée) par un réel m si ¥n € N, u,, < m (resp.
u, = m). Elle est bornée si elle est & la fois majorée et minorée.

Exemple : On est souvent amenés & effectuer des récurrences pour prouver des propriétés de
croissance, majoration, etc. sur les suites. Considérons la suite définie par ug = 4 et Vn € N,
Upt1 = /Uy + 1. Le calcul des premiers termes de la suite semble indiquer que la suite prend ses
valeurs entre 2 et 3. Prouvons par récurrence pour tout n > 1 la propriété P, : u, € [2;3]. Pour
n =1, u =+V4+1 =3 donc P, est vérifice. Supposons désormais P, vérifiee pour un certain
entier n, alors 2 < u, < 3, donc V2+1< Vi +1< V34 1, et upt1 € [\/§+ 1;\/3—1—1]. Comme
2 <v2+1<+/3+1 <3, on peut conclure que P, est vérifiée et, par principe de récurrence, que,
Vn > 1, uy, € [2;3].

Si vous étes observateur, vous aurez aussi constaté que la suite (u,) semblait décroissante. C’est
un peu plus subtil & prouver par récurrence (essayez, vous verrez le probléme), mais il existe d’autres
méthodes pour déterminer le sens de variation de ce genre de suites, que nous étudierons plus tard.

k=n
Définition 4. On appelle somme partielle d’indice n de la suite (u,) la somme S,, = Z U -
k=0

Cette notion trouvera toute son importance dans le chapitre ultérieur consacré aux séries, mais
nous allons commencer & calculer de telles sommes dans la deuxiéme partie de ce chapitre.

2 Quelques suites 4 connaitre

2.1 Suites arithmétiques

Définition 5. Une suite réelle (u,,) est appelée suite arithmétique de raison r € R si elle vérifie
la relation de récurrence suivante : Vn € N, up11 = u, + 7.

Proposition 1. Une suite arithmétique de raison r et de premier terme wug vérifie les résultats
suivants :

e formule explicite : Vn € R, u, = ug + nr.

e variations : si r > 0, la suite (u,) est strictement croissante; si r < 0, elle est strictement

décroissante. i
=n
. ug + uy)(n+1
e sommes partielles : Vn € N, 5, = E Uy = (uo ) )
2
k=0
Démonstration.

e Une petite récurrence permet de prouver P, : u, = ug+nr. C’est vrai au rang 0 : ug = ug+0x7r,
et en le supposant vrai au rang n, on a par définition uy 11 = up+7r = ug+nr+r = u0+(n+1)7‘,
donc P, 41 est vérifiee. D’apres le principe de récurrence, Vn € N, u, = ug + nr.

e Cela découle de fagon immédiate de la constatation que wpy1 — up = 7.



k=n k=n k=n k=n
nn—+1 2ug +nr))(n+ 1
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(uo + o + nr)(n + 1) = (uo + un)(n + 1) . On a réutilisé pour ce calcul une des sommes clas-

siques calculées au chapitre précédent.
O

Exemple : Dans la bonne ville de Glourz, 'abonnement annuel aux transports en commun coutait
200 zlourks en ’an 2 000, mais augmente de 6,5 zlourks chaque année. Si on note u, la valeur de
’abonnement annuel & année 2 000+ n, la suite (u,) est une suite arithmétique de raison r = 6,5 et
de premier terme ug = 200. Ainsi, le tarif de 'abonnement pour 2 010 sera de u19 = 200+ 10x 6,5 =
265 zlourks. Un habitant ayant vécu a Glourz entre 2 000 et 2 010 inclus (soit 11 années au total) et

k=10
11 11(200 + 265
ayant pris son abonnement tous les ans aura payé au total Z up = (uo 2+ 10) = ( 2+ ) =
k=0

2 557, 5 zlourks.

2.2 Suites géométriques

Définition 6. Une suite réelle (u,) est appelée suite géométrique de raison ¢ € R si elle vérifie
la relation de récurrence suivante : Vn € N, up11 = ¢ X uy.

Proposition 2. Une suite géométrique de raison g et de premier terme ug vérifie les résultats
suivants :

e formule explicite : Vn € R, uy, = ug X ¢™.

e variations : si ¢ > 1 et ug > 0, la suite (u,) est strictement croissante; si 0 < ¢ < 1 et ug > 0,
elle est strictement décroissante (si ug < 0, c’est le contraire). Si ¢ < 0, les termes de la suite
sont de signe alterné.

. . = 1— gt

e sommes partielles : Vn € N;si g # 1, S, = Zuk = uOTq'

k=0
Démonstration.

e Une petite récurrence permet de prouver P, : u, = ug X ¢". C’est vrai au rang 0 : ug = ug X ¢°,
et en le supposant vrai au rang n, on a par deﬁnltlon Upg1 = Unp X q = Ug X ¢" X q = ug X g,
donc P,11 est vérifiee. D’apres le principe de récurrence, Vn € N, u, = ug X ¢".

e OnaVneN, upy1 —up = ug X ¢ — g x ¢ = uoq"(q — 1). Toues les résultats concernant

le sens de Varlatlon en decoulent
- qn+1 o
o S, = Zuk = Zuo X q = up Zq 0 4 . On a reéutilisé pour ce calcul une des
sommes cla551ques calculees au chapltre précédent.
[l

Exemple : Dans la bonne ville de Schmurz, I’abonnement annuel aux transports en commun coutait
200 zlourks en I’an 2 000, mais augmente de 3% chaque année. Si on note u,, la valeur de ’abonnement
annuel a 'année 2 000 + n, la suite (u,) est une suite géométrique de raison ¢ = 1,03 et de premier

terme ug = 200 (en effet, up+1 = uy + % = u, X (14 0,03)). Ainsi, le tarif de ’abonnement pour

2 010 sera de ujp = 200 x 1,030 ~ 268, 8 zlourks. Un habitant ayant vécu a Glourz entre 2 000 et
2 010 inclus (soit 11 années au total) et ayant pris son abonnement tous les ans aura payé au total
k=10

1—1,03"
Z up = 200—— = 03 ~ 2 561,6 zlourks.



2.3 Suites arithmético-géométriques

Définition 7. Une suite réelle (u,) est arithmético-géométrique s’il existe deux réels a ¢ {0 : 1}
et b # 0 tels qu’elle vérifie la relation de récurrence suivante : Vn € N, u,11 = au, + b.

Théoréme 1. Soit (u,) une suite arithmético-géométrique, alors, en notant a I'unique solution de
I’équation = = ax + b (aussi appelée équation de point fixe de la suite), la suite (v,) définie par
Up = U, — @ est une suite géométrique de raison a.

Démonstration. L’existence et 'unicité du réel a découlent du fait qu’on a imposé a # 1 dans la
définition d’une suite arithmético-géométrique. Remarquons ensuite que Vn € N

Upt1 = Upt1 — @ = aty, + b — a = au, — aa = a(uy, — @) = avy,
La suite (vy,,) est donc géométrique de raison a. O

Remarque 2. On déduit du théoréme précédent que Vn € N, u, = v, + @ = vg X a™ + a = (ug —
a)a™ + «, ce qui donne une expression explicite du terme de u,. En pratique, en présence d'une suite
arithmético-géométrique, on présentera les calculs de la fagon suivante :

e calcul du point fixe a.

e définition de la suite (vy,).

e vérification que (v,) est suite géométrique.

e conclusion : expression du terme général wu,.

Exemple Soit (u,,) la suite définie par ug = 2 et Yn € N, u,41 = 2u,, — 1. L’équation de point fixe
de la suite est x = 2z — 1, qui a pour unique solution a = 1, on pose donc Vn € N, v, = u,, — 1.
On remarque que vp41 = Upt1 — 1 = 2uy — 2 = 2(uy, — 1) = 2v,, donc la suite (vy,) est géomeétrique
de raison 2 et de premier terme vg = ug — 1 = 1. On en déduit que Vn € N, v, = 2", donc
Up = Up +1=2"+41.

Si on le souhaite, on peut aisément calculer les sommes partielles de la suite (u,) :
1

k=n k=n k=n 1_2n+
Sn:Zuk:Z2k+leﬁ+n+1:2”+l+n.
=0 =0 =0

2.4 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition 8. Une suite réelle est dite récurrente linéaire d’ordre 2 si elle vérifie une relation
de récurrence double linéaire a coefficients constants, c’est-a-dire que, Vn € N, up42 = atn41 + buy,
ol a et b sont deux réels non nuls.

Définition 9. Soit (u,) une suite récurrente linéaire d’ordre 2. On appelle équation caractéris-
tique de la suite 'équation du second degré r? — ar — b = 0.

Théoréme 2. Sil’équation caractéristique d'une suite récurrente linéaire d’ordre 2 (u,) admet deux
racines réelles distinctes r et s, le terme général de la suite peut s’écrire sous la forme u,, = ar™+3s",
a et (0 étant deux réels pouvant étre déterminés & 'aide des deux premiers termes de la suite.

Si 'équation caractéristique admet une racine réelle double r, alors u, = (a + fn)r"™ (avec (o, 3) €
R?).

Si I’équation caractéristique n’a pas de racine réelle, on ne peut malheureusement rien dire d’inté-
ressant a notre niveau.

Démonstration. Constatons que, si r et s sont racines de ’équation caractéristique, toutes les suites
de la forme u,, = ar™+(3s" vérifient la récurrence linéaire : en effet, 72 = ar+b = "2 = ar™ 1 +br"
(et de méme pour s"2), donc U2 = ar™ 24352 = a(ar™ T +-br™)+B(as" T +bs™) = auyy1+buy,.
Comme de plus la suite u,, est complétement déterminée par ses deux premiers termes et la relation
de récurrence double, une suite vérifiant cette méme relation de récurrence et ayant les deux mémes
premiers termes que (u,) est égale a celle-ci.



Le principe est le méme dans le deuxiéme cas : upio = (a + Bn)r"*2 = (a + Bn)(ar™tt + br") =
aar™ + abr™ 4 Bnar™t + Bnbr™ = au,i1 + bu,. Le point délicat de cette démonstration, que
nous allons subtilement esquiver, est en fait d’arriver & prouver qu’il existe toujours une suite du
type donné ayant les deux mémes premiers termes que u,. Nous nous contenterons pour l'instant
d’admettre (et de constater sur des exemples) que c’est bien le cas, et qu’on ne peut pas en général
se contenter d’une forme plus simple (par exemple avec une seule des deux racines dans le premier
cas). O

Exemple : Nous en avons déja vu un en application du principe de récurrence. Mais désormais, nous
disposons d’outils permettant justement d’éviter les récurrences et surtout de trouver facilement la
forme du terme général de la suite. Prenons la suite (u,) définie par up = 0; u3 = 1 et Vn €

N, Upt2 = DUpp1 — 6u,. Son équation caractéristique est r2 — 5r + 6, qui a pour discriminant

5+1 —
A =25 —24 =1, et donc deux racines réelles r = % =3et s= — = 2. D’aprés le théoréme

précédent, on peut donc affirmer que u,, = 3"a+2"5. Les valeurs de ug et u1 donnent respectivement
30a+2°3 = a+3 =0, et 3a+23 = 1, dont on déduit 8 = —c, puis a = 1, donc 3 = —1. Conclusion :
Vn eN, u, = 3" — 2"

Encore une fois, le calcul éventuel de sommes partielles ne pose guére de probléme puisque la suite
est une somme de deux suites géométriques.



