
Suites II : 
onvergen
e, 
omparaisonECE3 Ly
ée Carnot25 o
tobre 2009
Après un premier 
hapitre sur les suites assez général où rien d'extrêmement 
omplexe n'avaitété abordé, nous entrons dans le vif du sujet ave
 le prin
ipal sujet d'étude à notre programme 
etteannée : la 
onvergen
e. Ce 
hapitre est doublement important puisque toutes les très importantesnotions vues i
i seront reprises (et adaptées, bien entendu) dans le 
adre des fon
tions d'i
i quelquesmois. La notion de limite n'est sûrement pas une totale dé
ouverte pour vous, mais nous allonsl'aborder 
ette année dans un 
adre très rigoureux qui peut déstabiliser au premier abord. Certes, lesdé�nitions sont un peu 
omplexes, mais une fois assimilées, elles sont en fait beau
oup plus maniablesque la notion très �oue que vous aviez pu voir jusqu'à présent.1 Dé�nitionsLa notion de limite est intuitivement assez simple : on se rappro
he � autant qu'on le souhaite �d'une 
ertaine valeur quand n devient � su�samment grand �. Pour rendre 
ette idée mathémati-quement rigoureuse, il su�t en fait d'expli
iter les deux expressions entre guillemets via l'utilisationde quanti�
ateurs.1.1 Limites �niesDé�nition 1. Une suite réelle (un) 
onverge vers une limite l ∈ R si ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n > n0,

|un − l| < ε. On note alors lim
n→+∞

un = l. Toute suite 
onvergeant vers une limite l est appelée suite
onvergente. Sinon, la suite est dite divergente (même si elle peut avoir une limite in�nie).Rappelons que |un − l| < ε signi�e que un ∈]l − ε; l + ε[. Autrement dit, aussi petit que soitl'intervalle que l'on prend autour du réel l (
'est-à-dire aussi pro
he de 0 que soit ε dans notredé�nition), les valeurs de la suite vont �nir par être toutes dans 
et intervalle, à 
ondition qu'onattende su�samment longtemps (jusqu'à n0).Méthode : Pour prouver qu'une suite donnée 
onverge vers un 
ertain réel à l'aide de 
ette dé�nition(
e qu'on fera heureusement assez rarement, mais il est important de bien 
omprendre les mé
anismes
a
hés derrière le formalisme), on pro
ède ainsi :
• On �xe ε à une valeur stri
tement positive quel
onque.
• On 
al
ule |un − l|.
• On 
her
he une valeur de n0 (qui va naturellement dépendre de ε) pour laquelle 
ette expressionest inférieure à ε.Exemple : Considérons la suite dé�nie par un =

n + 3

n + 2
, et prouvons que sa limite vaut 1. Soit ε > 0,alors |un − 1| =
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su�t de déterminer pour quelles valeurs de n on a 1

n + 2
< ε, 
e qui nous donne n >

1

ε
− 2. On peutdon
 
hoisir n0 = Ent

(

1

ε
− 2

) (remarquez que, plus ε est pro
he de 0, plus n0 devient grand, 
equi est logique).Remarque 1. Le fait qu'une suite soit ou non 
onvergente ne dépend absolument pas de 
e qui sepasse � au début � de la suite. Autrement dit, on peut très bien modi�er par exemple le milliard depremiers termes d'une suite, ça ne 
hange rien à sa limite éventuelle (on devra juste 
her
her nos n0un peu plus loin). Dans le même ordre d'idée, dé
aler les indi
es de la suite ou même en sauter unepartie ne va pas 
hanger grand 
hose : ainsi, si lim
n→+∞

un = l, on aura lim
n→+∞

un+1 = l et lim
n→+∞

u2n = l(attention tout de même, pour 
ette dernière propriété, la ré
iproque n'est pas vraie).Proposition 1. Soit (un) une suite 
onvergente, alors sa limite l est unique.Démonstration. Nous allons pour la première fois 
ette année re
ourir à un raisonnement par l'ab-surde pour démontrer 
ette proposition. Supposons don
 que le résultat énon
é est faux, 
'est-à-direqu'une même suite (un) admet deux limites distin
tes l et l′ (notons par exemple l′ la plus grandedes deux), et tentons de montrer que 
e
i entraine une absurdité. Appliquons don
 la dé�nition de lalimite ave
 ε =
l′ − l

3
: on peut don
 trouver d'une part un entier n0 tel que ∀n > n0, un ∈]l−ε; l+ε[ ;d'autre part un entier n′

0 tel que ∀n > n′
0, un ∈]l′− ε; l′ + ε[. mais alors, dès que n > max(n0, n

′
0), ona un ∈]l − ε; l + ε[∩]l′ − ε; l′ + ε[, 
e qui est très gênant puisque 
ette interse
tion est vide d'après ladé�nition de ε. Con
lusion, l'hypothèse e�e
tuée était absurde, et une suite ne peut pas avoir deuxlimites di�érentes.Proposition 2. Toute suite 
onvergente est bornée.Démonstration. Appliquons la dé�nition de la limite ave
 par exemple ε = 1. On obtient un entier

n0 tel que, ∀n > n0, un ∈]l − 1; l + 1[. Par ailleurs, les termes de la suite d'indi
e inférieur à n0 sonten nombre �ni, il en existe don
 un qui est le plus grand (notons sa valeur M) et un qui est le pluspetit (on va le noter m). Il est alors fa
ile de 
onstater que la suite est minorée par min(m, l − 1) etmajorée par max(M, l + 1).Théorème 1. Théorème de 
onvergen
e monotone :Toute suite dé
roissante et minorée 
onverge. Toute suite 
roissante et majorée 
onverge.Démonstration. Ce résultat, bien que relativement intuitif, est plus di�
ile à démontrer qu'il n'en al'air, au point d'ailleurs que nous allons l'admettre (une des di�
ultés étant de 
ara
tériser la limite
omme étant le plus petit majorant de la suite, et de montrer qu'une telle 
hose existe).Remarque 2. Attention ! Une suite 
roissante et majorée par un réel M ne 
onverge pas né
essaire-ment vers M. La suite a tout un paquet de majorants, dont un seul est sa limite.Exemple : La suite dé�nie par un =

∫ 1

0

1

1 + xn
dx est 
roissante (
ar, ∀x ∈ [0, 1], ∀n ∈ N, xn+1 6 xn,don
 1

1 + xn
6

1

1 + xn+1
), et majorée par 1 (
ar ∀x ∈ [0; 1], 1

1 + xn
6 1, don
 ∫ 1

0

1

1 + xn
dx 6

∫ 1

0

1dx = 1), don
 
onvergente. Mais 
es arguments ne prouvent en au
un 
as que sa limite est 1.Le 
al
ul de la limite est d'ailleurs loin d'être simple (nous reverrons des exemples de 
e genre dansle 
hapitre sur l'intégration).
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1.2 Limites in�niesBien qu'étant divergentes, 
ertaines suites ont un 
omportement plus intéressant que d'autresquand n tend vers +∞. Ce sont 
elles qui deviennent � très grandes � ou � très négatives �. En
oreune fois, un peu de formalisation sera né
essaire pour obtenir une dé�nition maniable, mais 
'estplut�t plus fa
ile que dans le 
as des limites �nies.Dé�nition 2. Une suite réelle (un) diverge vers +∞ si ∀A ∈ R, ∃n0 ∈ R, ∀n > n0, un > A. Onle note lim
n→+∞

un = +∞. De même, une suite réelle (un) diverge vers −∞ si ∀A ∈ R, ∃n0 ∈ R,
∀n > n0, un < A. On le note lim

n→+∞
un = −∞.Exemple : Considérons la suite dé�nie par un = n2 et montrons à l'aide de 
ette dé�nition que

lim
n→+∞

un = +∞. Comme pour le 
as d'une limite �nie, on 
ommen
e pour 
ela par �xer la valeur de
A. Constatons ensuite que un > A ⇔ n >

√
A (si A > 0 ; mais si A < 0, il n'y a pas vraiment desou
i puisque dans 
e 
as un est toujours supérieur à A). On peut don
 
hoisir n0 = Ent(

√
A) + 1,et on a bien lim

n→+∞
un = +∞.Proposition 3. Une suite 
roissante non majorée diverge vers +∞. Une suite dé
roissante nonminorée diverge vers −∞.Démonstration. Soit (un) une suite 
roissante et non majorée. Cette dernière hypothèse signi�e que

∀A ∈ R, ∃n0 ∈ R, un0
> A. Mais la suite étant 
roissante, on a en fait ∀n > n0, un > un0

> A, 
equi prouve exa
tement la divergen
e vers +∞. Inutile de refaire quoi que 
e soit pour le deuxième
as : si (vn) est dé
roissante non minorée, alors (−vn) est 
roissante non majorée, et on se ramèneau 
as pré
édent.2 Propriétés prin
ipales2.1 Limites de suites usuellesProposition 4. Soit (un) une suite arithmétique de raison r. Si r > 0, lim
n→+∞

un = +∞. Si r < 0,
lim

n→+∞
un = −∞. Si r = 0, la suite (un) est 
onstante égale à u0 et 
onverge don
 vers u0.Démonstration. Supposons r > 0 et 
onsidérons A ∈ R, alors un > A ⇔ u0+nr > A ⇔ n >

A − u0

r
.On peut don
 prendre n0 = Ent

(

A − u0

r

) et lim
n→+∞

un = +∞. Si r < 0, le 
al
ul est le même, si 
en'est que le signe de l'inégalité 
hange quand on divise par r, d'où le fait que un < A ⇔ n >
u0 − A

ret lim
n→+∞

un = −∞.Proposition 5. Limites des suites géométriques.Soit (un) une suite géométrique de raison q et de premier terme u0 6= 0.
• si q > 1, la suite diverge vers +∞ si u0 > 0, vers −∞ si u0 < 0.
• si q = 1, la suite (un) est 
onstante et 
onverge vers u0.
• si −1 < q < 1, la suite (un) 
onverge vers 0.
• si q 6 −1, la suite (un) est divergente.
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Démonstration.
• Si q > 1, on peut noter q = 1 + α, ave
 α > 0. Prouvons alors par ré
urren
e la propriété Pn :

qn > 1 + nα. Pour n = 0, les deux membres sont égaux à 1, don
 P0 est vraie. Supposonsdésormais Pn vraie, alors qn+1 = (1 + α)n+1 = (1 + α)n(1 + α) > (1 + nα)(1 + α) = 1 +
(n + 1)α + nα2 > 1 + (n + 1)α. La propriété Pn+1 est don
 véri�ée, et d'après le prin
ipe deré
urren
e, Pn est vraie pour tout entier n.On peut désormais prouver que lim

n→+∞
un = ±∞. Supposons u0 > 0 (l'autre 
as est exa
tementsymétrique) et posons A > 0, alors pour avoir un > A, il su�t d'avoir u0 × (1 + nα) > A, soit

n >

A
u0

− 1

α
, 
e qui permet de 
on
lure.

• Sautons allègrement le 
as q = 1 qui ne pose au
un problème, et 
onsidérons maintenant le
as où |q| < 1. Dans 
e 
as, on 
onstate que 1

|q| > 1. Posons ε > 0 et notons A =
|u0|
ε

, d'aprèsla démonstration pré
édente, ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, 1

|q|n > A. Mais 
ela revient au même que
|q|n <

ε

|u0|
, soit |un| < ε, 
e qui prouve exa
tement que lim

n→+∞
un = 0.

• Si q = −1, la suite os
ille entre deux valeurs distin
tes et n'a pas de limite. Si q < −1, |un|diverge vers +∞ (puisque 
'est une suite géométrique de premier terme positif et de raisonplus grande que 1), don
 (un) n'est pas bornée et ne peut 
onverger. Il est également fa
ile deprouver qu'elle ne peut avoir une limite in�nie puisque ses termes sont de signe alterné.2.2 Opérations et limitesComme on ne se 
ontentera pas de travailler ave
 des suites aussi simples que les suites arith-métiques et géométriques, mais que 
elles-
i 
onstituent tout de même les éléments de base de la
onstru
tion d'un 
ertain nombre de suites (à 
ommen
er par les suites arithméti
o-géométriques ouré
urrentes linéaires), il est né
essaire de savoir 
al
uler des limites de sommes ou de produits desuite. C'est assez intuitif, mais il faut surtout se souvenir des 
as où on ne peut pas 
on
lure, lesfameuses formes indéterminées.Proposition 6. Soient (un) et (vn) deux suites ayant une limite (�nie ou in�nie), alors la limite deleur somme (un + vn) est donnée par le tableau suivant (f.i. signi�ant forme indéterminée) :
(un)\(vn) l′ +∞ −∞

l l + l′ +∞ −∞
+∞ +∞ +∞ f.i.

−∞ −∞ f.i. −∞Démonstration. Prouvons par exemple le 
as où les deux suites ont une limite �nie, notées respe
tive-ment l et l′. Soit ε > 0, alors il existe un entier n0 tel que ∀n > n0, un ∈
]

l − ε

2
; l +

ε

2

[ (oui, la divisionpar 2 est volontaire, après tout ε

2
est un réel stri
tement positif auquel on peut appliquer la dé�nitionde la limite) ; et un entier n′

0 tel que ∀n > n′
0, vn ∈

]

l′ − ε

2
; l′ +

ε

2

[. En notant N = max(n0, n
′
0),on obtient alors en ajoutant les deux en
adrements ∀n > N , un + vn ∈]l + l′ − ε, l + l′ + ε[, 
e quiprouve que lim

n→+∞
un + vn = l + l′. Les autres 
as se démontrent de façon similaire et ne présententpas de grosse di�
ulté.Exemples : lim

n→+∞
n2 − 47 = +∞ ; lim

n→+∞

1

n
− 1

n2
+ 2 = 2.4



Proposition 7. Soit (un) une suite réelle et λ ∈ R
∗. Alors, si lim

n→+∞
un = l, lim

n→+∞
λun = λl. Si

lim
n→+∞

un = ±∞, alors lim
n→+∞

λun = ±∞ (le signe dépendant du signe de la limite de (un) et de 
eluide λ suivant la règle des signes).Démonstration. Prouvons le 
as où la limite est �nie. Soit ε > 0, alors ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, |un−l| <
ε

|λ|(
'est la même astu
e que pour la démonstration de la limite d'une somme), don
 pour n > n0,
|λun−λl| < ε, 
e qui prouve bien que lim

n→+∞
λun = λl. Le 
as des limites in�nies est très similaire.Exemples : lim

n→+∞
− 3n = −∞ ; lim

n→+∞

3

n
+ 2n − 1 = +∞.Proposition 8. Soient (un) et (vn) deux suites ayant une limite (�nie ou in�nie), alors la limite deleur produit (unvn) est donnée par le tableau suivant :

(un)\(vn) l′ > 0 l′ < 0 0 +∞ −∞
l > 0 l.l′ l.l′ 0 +∞ −∞
l < 0 l.l′ l.l′ 0 −∞ +∞

0 0 0 0 f.i. f.i.

+∞ +∞ −∞ f.i. +∞ −∞
−∞ −∞ +∞ f.i. −∞ +∞Démonstration. Commençons par prouver le 
as où les deux suites ont pour limite 0, et 
onsidérons

ε > 0. Il existe deux réels n0 et n′
0 tels que, respe
tivement, ∀n > n0, |un| <

√
ε ; et ∀n > n′

0,
|vn| <

√
ε. On en déduit que ∀n > max(n0, n

′
0), |unvn| < ε, 
e qui prouve que (unvn) tend vers 0.Supposons désormais que lim

n→+∞
un = l ∈ R et lim

n→+∞
un = l′ ∈ R, alors lim

n→+∞
(un − l) = 0 et

lim
n→+∞

(vn − l′) = 0, don
 en utlisant 
e qu'on vient juste de démontrer lim
n→+∞

(un − l)(vn − l′) = 0.Or, (un − l)(vn − l′) = unvn − lvn − l′un + ll′, ou en
ore unvn = (un − l)(vn − l′) + lvn + l′un − ll′.D'après les propositions démontrées auparavant (limite d'une somme et d'un produit par un réel),on en déduit que lim
n→+∞

unvn = 0 + ll′ + l′l − ll′ = ll′.Un dernier 
as pour la route, 
elui où les deux suites tendent vers +∞. Considérons alors A > 1(
'est su�sant : si on arrive à trouver un n0 à partir duquel un > A > 1, 
ertainement 
e même
n0 
onviendra pour toutes les valeurs de A inférieures ou égales à 1). Il existe deux réels n0 et n′

0 àpartir desquels un > A et vn > A respe
tivement. Pour n > max(n0, n
′
0), on a alors unvn > A2 > A,d'où la divergen
e de (unvn) vers +∞.Remarque 3. Dans les 
as où on tombe sur une forme indéterminée ave
 une somme de suites, ilest souvent e�
a
e de transformer la somme en produit en fa
torisant par un terme � le plus grospossible �. Notamment, dans le 
as d'un polyn�me, on fa
torise par le terme de plus haut degré :

lim
n→+∞

n2 − 3n + 2 = lim
n→+∞

n2

(

1 − 3

n
+

2

n2

)

= +∞.Dé�nition 3. On note lim
n→+∞

un = 0+ lorsque la suite (un) tend vers 0 en étant positive à partird'un 
ertain rang. De même, on notera lim
n→+∞

un = 0− si (un) est négative à partir d'un 
ertain rang.Proposition 9. Soit (un) une suite réelle qui ne s'annule plus à partir d'un 
ertain rang, et ayantune limite, alors la limite de (

1

un

) est donnée par le tableau suivant :
(un) l 6= 0 0+ 0− +∞ −∞

(

1

un

)

1

l
+∞ −∞ 0+ 0−5



Démonstration. Prouvons par exemple le 
as où lim
n→+∞

un = 0+. Soit A > 0, alors ∃n0 ∈ N, ∀n > n0,
|un| <

1

A
. Quitte à 
hanger la valeur de n0 pour atteindre le rang à partir duquel (un) est positiveet ne s'annule plus, on a même 0 < un <

1

A
, d'où 1

un

> A, 
e qui prouve que lim
n→+∞

1

un

= +∞.Remarque 4. Pas besoin de donner des règles pour le quotient de deux suites, puisqu'un quotientn'est rien d'autre que le produit par un inverse. Dans les 
as où on tombe sur un quotient 
oria
e,la méthode la plus e�
a
e reste la plupart du temps de fa
toriser numérateur et dénominateur parleur terme � le plus fort �. Nous verrons un peu plus loin dans le 
ours une façon plus élégante derédiger 
e genre de 
al
ul à l'aide de la notion d'équivalent.Exemple : un =
ln n + n2 + 2

en +
√

n
=

n2

en
×

1 + 2

n2 + ln n
n2

1 +
√

n
en

. En utilisant nos 
onnaissan
es sur les 
rois-san
es 
omparées, il est fa
ile de 
onstater que le premier quotient tend vers 0 et le deuxième vers
1, don
 lim

n→+∞
un = 0.2.3 Théorèmes de 
omparaisonProposition 10. Soient (un) et (vn) deux suites 
onvergeant repe
tivement vers l et l′ et telles que

un 6 vn à partir d'un 
ertain rang. Alors l 6 l′.Démonstration. Petit raisonnement par l'absurde : supposons l > l′ et posons ε =
l − l′

3
, alors à partird'un 
ertain rang on aura un ∈

]

l − ε

3
, l +

ε

3

[ et vn ∈
]

l′ − ε

3
, l′ +

ε

3

[. Mais 
omme l′ +
ε

3
< l − ε

3(par 
onstru
tion de ε), 
e
i est in
ompatible ave
 le fait que un 6 vn à partir d'un 
ertain rang.L'hypothèse est don
 absurde et l 6 l′.Remarque 5. Cette proposition est souvent utilisée sous la forme plus simple où l'une des deux suitesest 
onstante. Ainsi, si (un) 
onverge et que un 6 A à partir d'un 
ertain rang, alors lim
n→+∞

un 6 A.Notamment, la limite d'une suite de signe 
onstant est de même signe que la suite.Remarque 6. L'inégalité sur la limite est toujours large, même si on a une inégalité stri
te entre unet vn. Par exemple, ∀n > 1, 1 +
1

n
> 1 +

1

n2
, mais 
es deux suites ont la même limite.Théorème 2. Théorème des gendarmes (ou théorème d'en
adrement si vous voulez faire plus sé-rieux).Soient (un), (vn) et (wn) trois suites véri�ant un 6 wn 6 vn à partir d'un 
ertain rang, et lim

n→+∞
un =

lim
n→+∞

vn, alors lim
n→+∞

wn = lim
n→+∞

un (
es limites ont le droit d'être in�nies).Démonstration. O

upons-nous du 
as où la limite 
ommune de (un) et (wn) est un réel l, et 
hoi-sissons ε > 0. Alors à partir d'un 
ertain rang, on aura |un − l| < ε et |vn − l| < ε. Autrement dit,
un et vn appartiennent tous deux à l'intervalle ]l− ε, l + ε[. Mais alors vn, qui se situe entre les deux,appartient lui aussi à 
et intervalle, et lim

n→+∞
vn = l. Le 
as des limites in�nies est tout aussi simple(une seule des deux suites en
adrantes su�t même).Exemple : Considérons la suite dé�nie par un =

k=2n
∑

k=n

1

k2
. Très pénible à étudier ave
 sa somme ànombre de termes variable, mais si on ne veut que la limite, 
'est beau
oup plus fa
ile. Cha
un destermes de la somme est 
ompris entre le plus petit, en l'o

uren
e 1

(2n)2
, et le plus grand, à savoir

1

n2
, don
 n + 1

(2n)2
6 un 6

n + 1

n2
(il y a n + 1 dans la somme dé�nissant un). Cha
une des deux suitesen
adrant un ayant pour limite 0, le théorème des gendarmes permet de 
on
lure que lim

n→+∞
un = 0.6



2.4 Suites adja
entesDé�nition 4. Deux suites (un) et (vn) sont adja
entes si elles véri�ent les deux propriétés sui-vantes :
• l'une est 
roissante et l'autre dé
roissante.
• lim

n→+∞
un − vn = 0.Théorème 3. Deux suites adja
entes 
onvergent et ont la même limite.Démonstration. Supposons par exemple (un) 
roissante et (vn) dé
roissan
e, et 
ommençons par
onstater que la suite (un − vn) est 
roissante et a pour limite 0. Cela implique que 
ette suite est àtermes négatifs : en e�et, si on avait, pour un rang n0, un0

− vn0
= α > 0, (un − vn) serait supérieureà α > 0 à partir d'un 
ertain rang, don
 ne pourrait pas 
onverger vers 0. Con
lusion, ∀n ∈ N,

un 6 vn.Mais alors, on a ∀n ∈ N, un 6 vn 6 v0. Autrement dit, (un) est 
roissante et majorée don

onvergente. De même, (vn) est dé
roissante et minorée par u0, don
 
onverge également. Si onnote l et l′ leurs limites respe
tives, on a lim
n→+∞

un − vn = l − l′ = 0, don
 l = l′, 
e qui a
hève ladémonstration.Exemple : Considérons les suites dé�nies par un =

k=n
∑

k=0

1

k!
et vn = un +

1

n!
(rappelons au passageque 0! = 1). Comme un+1 −un =

1

(n + 1)!
> 0, la suite (un) est 
roissante. Par ailleurs, vn+1 − vn =

un+1 +
1

(n + 1)!
− un − 1

n!
=

1

(n + 1)!
+

1

(n + 1)!
− 1

n!
=

2 − (n + 1)

(n + 1)!
=

1 − n

(n + 1)!
, qui est négatif si

n > 1. La suite (vn) est don
 dé
roissante à partir du rang 1. Reste à véri�er que lim
n→+∞

un − vn = 0,
e qui n'a rien de di�
ile puisque un − vn = − 1

n!
. Les deux suites sont don
 adja
entes.3 Équivalents et négligeabilitéDans 
ette dernière se
tion, nous allons introduire de nouveaux 
on
epts qui nous permettront deretrans
rire de façon plus élégante 
ertains résultats déjà vus, et surtout de se simpli�er énormémentles 
al
uls de limite. Il s'agit de donner une dé�nition pré
ise à la notion d'odre de grandeur. Lesrésultats de 
roissan
e 
omparée stipulent par exemple que la fon
tion ln n'est pas du même ordrede grandeur que la fon
tion 
arré quand x tend vers +∞, même si 
es deux fon
tions ont pour limite

+∞. Par 
ontre, il paraitrait raisonnable, par exemple, de dire que x2 et x2 + 2 sont du même ordrede grandeur en +∞ (l'é
art entre les deux devenant négligeable).3.1 Dé�nitionsDé�nition 5. Deux suites (un) et (vn) sont équivalentes si on peut é
rire un = anvn, où (an) estune suite véri�ant lim
n→+∞

an = 1. Plus simplement, si les deux suites ne s'annulent plus à partir d'un
ertain rang, 
ela revient à dire que lim
n→+∞

un

vn

= 1. On le note un ∼ vn.Remarque 7. Le fait que la limite du quotient soit égale à 1 trans
rit bien la notion de même ordrede grandeur. Une suite équivalente à une 
onstante l 6= 0 est tout simplement une suite 
onvergeantvers l.Exemple : n2 + 2n + 3 ∼ n2 ; n + ln n ∼ n puisque n + ln n

n
= 1 +

ln n

n
a pour limite 1.Remarque 8. Une suite polyn�miale est toujours équivalente à son terme de plus haut degré.7



Proposition 11. Deux suites équivalentes ont la même limite (quand elles ont une limite).Démonstration. Dans le 
as où (vn) a une limite �nie l, il su�t de 
onstater que un = vn × un

vn

etutiliser les règles de 
al
ul de la limite d'un produit (le 
as où l'une des suites est nulle à partir d'un
ertain rang n'est pas vraiment gênant puisqu'alors l'autre l'est aussi, et les deux suites 
onvergentmanifestement vers 0). Si (vn) a pour limite +∞, on peut en utilisant la dé�nition de l'équivalen
eave
 ε =
1

2
trouver un entier n0 à partir duquel 1

2
6

un

vn

6
3

2
, autrement dit vn

2
6 un 6

3vn

2
. Lethéorème des gendarmes permet alors de 
on
lure.Dé�nition 6. Une suite (un) est négligeable devant une suite (vn) si on peut é
rire un = εnvn, où

(εn) est une suite véri�ant lim
n→+∞

εn = 0. Plus simplement, si les deux suites ne s'annulent plus àpartir d'un 
ertain rang, 
ela revient à dire que lim
n→+∞

un

vn

= 0. On le note un = o(vn) (et on le lit� (un) est un petit o de (vn) �).Remarque 9. Dire que deux suites (un) et (vn) sont équivalentes revient à dire que un − vn = o(un)(ré�é
hissez-y, 
'est logique). De même, un = o(vn) est équivalent à dire que un + vn ∼ vn.Proposition 12. Croissan
e 
omparée des fon
tions usuelles.
• Si α < β, nα = o(nβ)
• ∀a > 1, ∀b > 0, nb = o(an)
• ∀b > 0, ∀c > 0, (ln n)c = o(nb)Remarque 10. Ces résultats, 
ombinés à la remarque pré
édente, permettent d'obtenir très rapide-ment des équivalents (et don
 la limite) de sommes de suites usuelles, par exemple 2n−12n2−3 ln n ∼

2n, don
 lim
n→+∞

(2n − 12n2 − 3 ln n) = +∞. En gros, déterminer un équivalent 
onsiste à ne garderque le terme prépondérant et à supprimer tous les termes négligeables devant lui.Proposition 13. Soient deux suites (un) et (vn) telles que (un) = o(vn). Si (vn) est 
onvergentealors lim
n→+∞

un = 0. Si |un| diverge vers +∞, alors |vn| aussi.Démonstration. La première propriété est une nouvelle fois une simple 
onséquen
e des formules delimite d'un produit. Quant à la deuxième, la démonstration ressemble à 
elle déjà vue dans le 
as del'équivalen
e. Comme lim
n→+∞

un

vn

= 0, on aura 
ertainement |vn| > |un| à partir d'un 
ertain rang (ilsu�t de prendre ε = 1 dans la dé�nition), don
 si |un| diverge vers +∞, |vn| aussi. Sans les valeursabsolues, on a des problèmes de signe, on ne peut don
 pas 
on
lure grand 
hose d'intéressant.3.2 PropriétésProposition 14. Prin
ipales propriétés de l'équivalen
e.
• (symétrie) Si un ∼ vn, alors vn ∼ un.
• (transitivité) Si un ∼ vn et vn ∼ wn, alors un ∼ wn.
• (stabilité par produit) Si un ∼ vn et wn ∼ tn, alors unwn ∼ vntn.
• (stabilité par inverse) Si un ∼ vn et vn ne s'annule plus à partir d'un 
ertain rang, alors

1

un

∼ 1

vn

.
• (stabilité par passage à la valeur absolue) Si un ∼ vn, alors |un| ∼ |vn| .Démonstration. Si les suites ne s'annulent plus à partir d'un 
ertain rang, les propriétés dé
oulenttrès fa
ilement de la dé�nition de l'équivalen
e. Par exemple, pour la deuxième, on a lim

n→+∞

un

vn

= 1et lim
n→+∞

vn

wn

= 1 don
 par produit lim
n→+∞

un

vn

× vn

wn

= lim
n→+∞

un

wn

= 1. Dans le 
as où une suite estnulle à partir d'un 
ertain rang, 
'est aussi le 
as de toutes les suites qui lui sont équivalentes, don
on ne travaille qu'ave
 des suites nulles à partir d'un 
ertain rang, et les résultats sont évidents.8



Exemple : Ces résultats, notamment la stabilité par produit et inverse, sont essentiels, 
ar ilsvont nous permettre de 
al
uler notamment des limites de quotient en passant par les équivalents,nous évitant les fastideuses fa
torisations. Un exemple : 3n3 − 5n2 + 3n − 1

n3 + 5 ln n
∼ 3n3

n3
= 3, don


lim
n→+∞

3n3 − 5n2 + 3n − 1

n3 + 5 ln n
= 3. Une grande majorité des formes indéterminées que nous ren
ontreronspourront se résoudre de 
ette façon.Remarque 11. ATTENTION, on ne peut pas additionner des équivalents, 
'est même une sour
ed'horreurs mathématiques hélas très utilisée. Par exemple n2 + n ∼ n2, et −n2 − 3 ∼ −n2, maisla somme nous donnerait n − 3 équivalent à 0, 
e qui est risible. Plus subtil, les équivalents ne se
omposent pas non plus en général. Ainsi, on peut avoir un ∼ vn mais eun ≁ evn .Proposition 15. Prin
ipales propriétés de la relation de négligeabilité.

• (transitivité) Si un = o(vn) et vn = o(wn), alors un = o(wn).
• (stabilité par produit) Si un = o(vn), alors unwn = o(vnwn).
• (stabilité par produit, bis) Si un = o(vn) et wn = o(tn) alors unwn = o(vntn).
• (passage au quotient) Si un = o(vn) et que les suites ne s'annulent plus à partir d'un 
ertainrang, alors 1

vn

= o

(

1

un

).Démonstration. Comme pour les propriétés de l'équivalen
e, tout 
ela est extrêmement fa
ile à dé-montrer à l'aide des propriétés sur les limites. Laissé en exer
i
e au le
teur !
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