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Introduction

Revenons pour introduire ce chapitre quelques siécles en arriére, au temps de Zénon d’Elée, phi-
losophe grec du cinquiéme siécle avant J-C. Celui-ci est resté célébre par sa position trés sceptique
vis-a-vis de certaines théories scientifiques développées a I’époque (notamment par Platon) concer-
nant la divisibilité du temps et des mouvements, et les quelques paradoxes qu’il nous a laissés a
méditer & ce sujet. Le plus connu d’entre eux est peut-étre celui de la course entre Achille et la
tortue. Pour fixer les idées, supposons qu’Achille courre & 10 métres par seconde (a peu de choses
prés la vitesse d’un record du monde de 100 métres), et la tortue (un peu génétiquement modifiée)
a 1 métre par seconde. Achille s’élance avec cent métres de retard. Quand va-t-il rejoindre la tor-
tue? La réponse un peu surprenante de Zénon est : « jamais ». Voici son raisonnement : le temps
qu’Achille parcoure ses cent métres, la tortue en a franchi dix. Mais le temps qu’Achille parcourre
ces dix nouveaux métres, la tortue en a fait un de plus etc. On aura beau multiplier les étapes,
Achille sera toujours derriére. Comment résoudre le paradoxe ? Regardons les choses d’un point de
vue temporel : Achille met 10 secondes pour franchir les cent premiers métres, puis une seconde

supplémentaire pour les dix métres suivants, 0 seconde pour le métre suivant etc. Au total, Achille

met donc 10+ 1+ Too = secondes avant de rejoindre la tortue. L’astuce est toute simple : cette
somme, bien que composée d’un nombre infini de réels, est finie. Ainsi, méme §’il faut un nombre
infini d’étapes & Achille pour rejoindre la tortue, celles-ci vont toutes se dérouler dans un laps de
temps fini.

C’est 1a I'idée d’une série (convergente) en mathématiques : une somme d’un nombre infini de

termes qui donne pourtant un résultat fini.

1 Définitions

Définition 1. Soit (uy) une suite réelle. La série de terme général u, est la suite S5,, définie par
n
Sp = Zuk On la note Zun
k=0

Remarque 1. On peut construire des séries & partir de suites qui ne sont pas définies & partir de
n = 0. Dans ce cas, on changera naturellement la valeur de départ dans la somme : si (uy,) est définie

n
pour n = ng, on pose Vn = ng, S, = E U -

k=ng
1 k=n
Exemple La série de terme général — (pour n > 1) est définie par 5,, = Z 72 Attention a ne
n
k=1

pas confondre w,, et Sy, : les premiers termes de la suite (u,) sont u; = 1; ug = U= g Ceux de
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Définition 2. La série E uy, est convergente si la suite (S,,) a une limite finie. Dans ce cas, la
+oo
limite de la suite (.S,,) est appelée somme de la série, et notée g ug. Dans le cas contraire, la série

k=0
est dite divergente. Déterminer la nature d’une série revient & déterminer si elle est convergente.

Remarque 2. Attention, la convergence de la suite (uy,) et celle de la série Z u, ne sont pas du tout
la méme chose! La convergence d’une série revient a celle des sommes partielles de la suite (uy,).

1
1on—1’
temps mis par Achille pour rejoindre la tortue peut s’exprimer comme la somme de la série Z Up,.

n

Vérifions sa convergence : on a S, = g

Exemple : Reprenons I’exemple de I'introduction. Si on pose u,, = on se rend compte que le

C’est une somme géométrique, que I’on sait calculer :

10n—1°
k=0
10 — 3= , 10 100
Sn = T 1 Lorsque n tend vers 400, on a bien convergence de S, vers r =5 On en
T 10 T 10

100
déduit la convergence de la série, dont la somme vaut 9 (ce qui représente le temps mis par Achille

pour rejoindre la tortue).
Exemple : Il peut arriver qu’on puisse démontrer la convergence d’une série sans pour autant savoir

1
calculer sa somme. Ainsi la série de terme général — (définie pour n > 1), qui a fait 'objet d'un

exercice faisant intervenir des suites adjacentes il y a quelques semaines, est convergente, mais on ne
2

. . ) . . s
dispose pas de moyen simple de déterminer sa somme, qui vaut en l'occurence r
(_1)n+1

Exemple : Un petit dernier avec alternance de signes dans le terme général : Z (pour

n > 1). Plutot que d’étudier directement S,, on va séparer 'étude des termes d’indices pairs et
_1)2n+3
impairs. La suite (S3,) des termes d’indices pairs est croissante puisque Sop+92 — S2, = (1)
(_1)2n+2 - 1 1

1~ an 12 + 1 > 0. De méme on montre facilement que la suite (So,+1) des termes

2n + 2

(__1)2n+ﬂ

2n+1
deux suites sont adjacentes, et convergent donc vers une limite commute, qui est également limite
In2

de la suite (S,). On peut montrer par d’autres méthodes que lir}rq Sp = -
n—-roo

impairs est décroissante. Comme de plus, leur différence Sop41 — Son, = tend vers 0, les

—+00
Définition 3. Si la série Y u,, converge, le reste d’indice n de la série est le réel g Uur — Sp.
k=0

Proposition 1. La suite (R),) converge vers 0.

Démonstration. En effet, comme les sommes partielles convergent vers la somme de la série, 'écart
entre les deux tend vers 0. O

Définition 4. La série g up, est dite absolument convergente si la série g |un| converge.
Proposition 2. Une série absolument convergente est convergente.

Démonstration. Pas pour 'instant! Vous reverrez en deuxiéme année des critéres de convergence
permettant de démontrer cette propriété. O

. . . . —1)ntt
Remarque 3. Attention, la réciproque n’est pas vraie. Par exemple la série de terme général L,
n

dont on a vu qu’elle était convergente, n’est pas absolument convergente (cf derniére partie du cours,
divergence de la série harmonique). On dit que c¢’est une série semi-convergente.



2 Propriétés
Proposition 3. Si la série Zun est convergente, alors le terme général u,, converge vers 0.

Démonstration. En effet, si la série converge, S, converge vers une limite finie [. Mais alors, S,11
tend aussi vers [. Or, on a u, = Sp4+1 — Sp, qui converge donc vers 0. 0

Remarque 4. Attention, cette condition est nécessaire mais PAS suffisante. Encore une fois, la série

1
de terme général — diverge, et pourtant, la limite de — vaut bien 0.
n n

Exemple : Ce critére s’utilise surtout via sa contraposée : si le terme général ne tend pas vers 0,
alors la série est divergente. Par exemple, la série de terme général (—1)™ ne converge pas.

Proposition 4. Si deux séries Zun et Zvn sont convergentes, alors leur somme Z(un + vp)

+oo +oo +o0
est convergente, et Zuk + ka = Z(uk + vg). De méme, si A est un réel quelconque, Z)\un
k=0 k=0 k=0

+oo —+00
converge et Z Aup = A Zuk
k=0 k=0

Démonstration. C’est une application directe des propriétés de la limite. Montrons par exemple la
premiére partie. Notons Sy, T, et U, les sommes partielles respectives des séries de terme général
Uy, Un €t Uy 4+ v,. On a manifestement U,, = S, + T5,. Si les deux suites S, et T,, convergent, ce sera
donc aussi le cas de U, et sa limite est bien la somme des limites de .5,, et de T},. ]

Proposition 5. Si le terme général u,, de la série est positif, la série converge si et seulement si la
suite des sommes partielles est majorée.

Démonstration. En effet, la suite (S,,) est alors croissante. Elle est donc soit majorée et convergente,
soit non majorée, auquel cas elle tend vers +oo. O

Corollaire 1. Soient deux séries de termes généraux u, et v, vérifiant 0 < u, < v, & partir d’'un
certain rang. Si la série E vy, converge, alors la série E up converge également. Si E uy, diverge,

alors E vy, diverge aussi.

Démonstration. En effet, dans le premier cas on aura, en notant ng le rang & partir duquel les

k=n k=n +o00
inégalités sont vérifiées, Vn = ng, S, = Z up < Z v < E v, donc les sommes partielles
k=ng k=ng k=ng

de terme général u, sont majorées et la série correspondante converge. La deuxiéme propriété est
similaire, en utilisant cette fois-ci que la série de terme général v,, est supérieure & une suite divergant
vers +00, donc diverge elle aussi vers +oco. O

3 Séries classiques

Définition 5. Soit ¢ € R, la série de terme général ¢" est appelée série géométrique de raison gq.
Les séries de terme général ng" ! et n(n—1)¢" 2 sont appelées respectivement séries géométriques
dérivée et dérivée seconde de raison gq.

Remarque 5. On peut naturellement définir des séries géométriques dérivées k-iémes pour des valeurs
de k supérieures a 2.

Proposition 6. Les séries géométriques de raison ¢ sont convergentes si et seulement si |g| < 1.

+oo 1 +oo 1 +o0 9
Dans ce cas, on a ¢ =—" k¢l = —— et k(k—1)¢" 2= ———.
kzo 1—¢q ; (1—q)? kZQ (k-1 (1-q)?



Démonstration. Le critére de convergence pour la série géométrique n’est pas nouveau, on a de plus
1— qn+1
Sp =
l—gq

somme. Pour les séries dérivées, commencgons par constater qu’elles ne peuvent pas converger si
lg| > 1 puisque le terme général ne tend pas vers 0. Dans le cas contraire, remarquons que, en posant
n

, dont il suffit de prendre la limite quand n tend vers +oo pour obtenir la premiére

fulx) = Z 2", les sommes partielles des trois séries géométriques de raison ¢ ne sont autre que f(q),

k=0
1— n+1 n+1 _ 1)a™ 1
1'(q) et f7(q). Or on peut mettre f(q) sous la forme 17(1, donc f'(q) = o (1(n +)2)q +
—q —q
— — D" £ 2(n2 — 1" — g1 + 2
et f7(q) = n(n Ja +2(n )a n(n+1)q + . I ne reste plus qu’a faire tendre n vers

(1-q)?
+00, en utilisant le fait que lim ng"” = 0et lim n2¢™ = 0 (par croissance comparée) pour obtenir
n—-+400 n—+o0o

la convergence des somines partielles vers les valeurs indiquées. O

Remarque 6. On peut déduire du résultat précédent les valeurs d’autres sommes de séries. Par
+oo
exemple, si |¢] < 1, la série de terme général ng"™ converge et quk = a

. En effet, on a
— )2 )
— (1-q)

n n
Sp = Z kgt = q x Z kq"~1, et on est ramené au cas de la série géométrique dérivée.
k=0 k=1
~+00 k
Exemple : Z ok = 2.
k=0

o Pt s 2 "Bn 2 = xk x
Proposition 7. La série de terme général — converge pour tout réel x, et g o e”. Pour cette
n! !

k=0
raison, cette série est souvent appelée série exponentielle.

Démonstration. On manque d’une définition suffisamment claire de I'exponentielle pour prouver

ceci. O
+oo

Exemple : Quand on choisit £ = 1, on obtient Z i e.
k=0

, 1
Définition 6. La série de terme général — est appelée série harmonique.
n

Proposition 8. La série harmonique est divergente. Plus précisément, la somme partielle de cette
série est équivalente & Inn.

Démonstration. Cf votre devoir maison n°4 (ou l'exercice 7 de la feuille d’exercices n°10 pour une
simple preuve de la divergence). O

1
Remarque 7. Plus généralement, les séries de terme général — sont appelées séries de Riemann.
n

Elles convergent pour toutes les valeurs de o > 1.



