
Problème de révision : orrigéECE3 Lyée Carnot5 février 20101. (a) La fontion f est dé�nie (et C∞) sur R ar ex + 1 ne s'annule jamais, de dérivée f ′(x) =
ex(1 + ex) − e2x

(1 + ex)2
=

ex

(1 + ex)2
. Cette dérivée est toujours positive, f est don strite-ment roissante. De plus, lim

x→−∞

f(x) = 0 (puisque lim
x→−∞

ex = 0), et f(x) ∼
+∞

ex

ex
, don

lim
x→+∞

f(x) = 1. La ourbe représentative admet don deux asymptotes horizontales en
−∞ et en +∞, d'équations respetives y = 0 et y = 1.(b) Calulons 1 − f(−x) = 1 −

e−x

1 + e−x
= 1 −

1

ex + 1
=

ex

ex + 1
= f(x). Cette égalité permeten fait de prouver que la ourbe représentative de f est symétrique par rapport au point

(

0;
1

2

) (une propriété prohe de l'imparité).() La fontion f ′ est dérivable sur R et f ′′(x) =
ex(1 + ex)2 − 2ex(1 + ex)ex

(1 + ex)4
=

ex(1 + ex − 2ex)

(1 + ex)3
=

ex(1 − ex)

(1 + ex)3
. Cette dérivée s'annule lorsque ex = 1, 'est-à-dire pour x = 0. Le point (

0;
1

2

)est don le seul point d'in�exion de la ourbe. La fontion f est onvexe sur R
− et onavesur R+.(d) D'après la question préédente, la fontion f ′ est déroissante sur R+. Par ailleurs, on avu plus haut que f ′ était toujours positive, don ∀x ≥ 0, 0 ≤ f ′(x) ≤ f ′(0) =

1

4
.2. (a) On a f(x) = x si ex = x(ex + 1), soit ex − xex − x = 0, ou enore (1 − x)ex − x = 0.(b) La fontion g est C∞ sur R, et g′(x) = −ex + (1 − x)ex − 1 = −xex − 1 ; g′′(x) =

−ex − xex = −(1 + x)ex. La fontion g′ est don roissante sur ]−∞;−1] et déroissantesur [1;+∞[. Comme son minimum vaut g′(−1) =
1

e
− 1 < 0, on en déduit que g′ esttoujours négative. La fontion g est don stritement déroissante don injetive sur R,et l'équation g(x) = 0 a au plus une solution. Comme par ailleurs g(0) = 1 et g(1) = −1,d'après le théorème des valeurs intermédiaires, ette équation admet bien une solution(unique don) α ∈ [0; 1]. D'après la question préédente, α est aussi le seul point �xe de

f .() On va proédér par dihotomie (pas exate pour ne pas avoir à manipuler des valeurspénibles). On sait que 0 ≤ α ≤ 1 et que g est déroissante sur [0; 1]. De plus, g (

1

2

)

≃ 0.32,don 1

2
≤ α ≤ 1. Ensuite, g

(

3

4

)

≃ −0.22, don 1

2
≤ α ≤

3

4
. En�n, g(0.6) ≃ 0.13, don

0.6 ≤ α ≤
3

4
. On peut don a�rmer que α ≃ 0.7 à 0.1 près.(d) Voii la ourbe, ave sa tangente au point d'in�exion, qui a pour équation y =

1

4
x +

1

2
:

1
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3. (a) Comme on ne sait pas bien quel est le signe de f(x) − x, il est plus faile d'e�etuerune réurrene : u0 = 0 et u1 = f(0) =
1

2
, don u0 ≤ u1. Supposons maintenant que

un ≤ un+1. On a alors d'après la roissane de la fontion f , f(un) ≤ f(un+1), 'est-à-dire un+1 ≤ un=2. On peut don onlure que ∀n ∈ N, un ≤ un+1, 'est-à-dire que (un)est roissante.(b) La suite est roissante et de plus on a ∀x ∈ R, f(x) ≤ 1, don ∀n ≥ 1, un = f(un−1) ≤ 1.La suite est don roissante et majorée, elle onverge. Sa limite est un point �xe de lafontion f , qui n'en a qu'un, on peut don onlure que lim
n→+∞

un = α.() PROGRAM valeur ;USES winrt ;VAR u : real ; i,n : integer ;BEGINWriteLn('Choisissez la valeur de n') ;ReadLn(n) ;u := 0 ;FOR i :=1 TO n DO u := exp(u)/(1+exp(u)) ;WriteLn('u',n,'=',u) ;END.4. (a) Inutile de faire une réurrene puisque ∀x ∈ R, f(x) ≥ 0, don ∀n ∈ N, vn+1 = f(vn) ≥ 0.Le premier terme v0 étant également positif, tous les termes de la suite sont positifs.(b) On peut appliquer l'inégalité des aroissements �nis à la fontion f sur R+ puisque
0 ≤ f ′(x) ≤

1

4
sur et intervalle, don |f ′(x)| ≤

1

4
. Comme de plus vn ≥ 0 et α ≥ 0, onpeut l'appliquer à es deux valeurs, e qui donne |f(vn)−f(α)| ≤ |vn−α|, soit exatement

|vn+1 − α| ≤
1

4
|vn − α|. Reste à faire notre réurrene habituelle pour obtenir l'inégalitésuivante. On a |1−α| = 1−α ∈ [0; 1] d'après la question 2.b, don |v0−α ≤ 1|. Supposonsdésormais |vn − α| ≤

1

4n
, on a alors |vn+1 − α| ≤

1

4
|vn − α| ≤

1

4

1

4n
≤

1

4n+1
. Comme

lim
n→+∞

1

4n
= 0, on peut en déduire par le théorème des gendarmes que lim

n→+∞

|vn − α| = 0,'est-à-dire que la suite vn onverge vers α.() On sait que |vn − α| ≤ ε dès que 1

4n
≤ ε, soit 4n ≥

1

ε
, don n ln 4 ≥ − ln ε, ou enore

n ≥ −
ln ε

ln 4
.(d) PROGRAM hdfbvyzer ;VAR e,v : real ; n : integer ;BEGIN 2



WriteLn('Choisissez la valeur d'epsilon') ;ReadLn(e) ;v :=1 ; n :=0 ;e := -ln(e)/ln(4) ;REPEAT v := exp(v)/(exp(v)+1) ; n :=n+1 ;UNTIL n > e ;WriteLn('Une valeur approhée de la limite à ',eps,' près est ',v) ;END.
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