
Feuille d'exeries de révision n�1 : orrigéECE3 Lyée Carnot16 otobre 2009Exerie 11. En posant X = ex, on se ramène à l'équation du troisième degré X3 +3X2 −2X −2 = 0, qui apour raine évidente 1 et se fatorise en (X − 1)(X2 + 4X + 2) = 0. Ne reste plus qu'à trouverles raines de la deuxième parenthèse, on obtient ∆ = 8, puis x1 = −2−
√

2 et x2 = −2 +
√

2.L'équation initiale a don trois solutions.2. L'inéquation est bien dé�nie si x >
3

2
et devient après simpli�ation 2x − 3

x + 1
6 3, soit −x − 6

x + 1
6

0, d'où x ∈]−∞;−6]∪]−1;+∞[. Vu le domaine de dé�nition, on obtient en fait S =

]

3

2
;+∞

[.3. On herhe en fait les réels x véri�ant 2 6 x2 + x − 4 < 3, e qui revient à résoudre deuxinéquations du seond degré. L'inégalité de droite donne x ∈]−∞;−3]∪[2;+∞[, et la deuxième
x ∈

]

−1 −
√

29

2
;
−1 +

√
29

2

[, soit �nalement S =

]

−1 −
√

29

2
;−3

]

∪
[

2;
1 +

√
29

2

[.4. Après avoir un joli tableau, on obtient en fait quatre équations du deond degré à résoudre : si
x 6 −1, (1−4x)− (3x2 +2x−1) = 3 donne deux solutions x1 =

6 +
√

24

−6
= −1−

√
6

3
(valable)et x2 =

√
6

3
− 1 (pas valable) ; si −1 6 x 6

1

4
, (1 − 4x) + (3x2 + 2x − 1) = 3 donne deuxsolutions x3 =

2 +
√

40

6
=

1

3
+

√
10

3
(pas valable) et x2 =

1

3
−

√
10

3
(valable) ; si 1

4
6 x 6

1

3
,

(4x − 1) + (3x2 + 2x − 1) = 3 donne deux solutions x5 =
−6 +

√
24

6
= −1 +

√
6

3
(pas valable)et x6 = −1 −

√
6

3
(pas valable) ; en�n, si x >

1

3
, (4x − 1) − (3x2 + 2x − 1) = 3 n'a pas desolution (disriminant négatif). Il y a don deux solutions à l"'équation proposée.Exerie 21. Je pense que vous arriverez à le faire tous seuls.2. On obtient par identi�ation h(x) = (x − 1)(3x2 + 3x + 2).3. Le trin�me 3x2 + 3x + 2 a un disriminant négatif, il est toujours positif, don h est du signede x − 1, 'est-à-dire positif sur [1;+∞[ et négatif sur ] −∞; 1].4. Sans problème, Dg = R

∗
+, puis g′(x) = 3x2 − 1 − 2

x
=

h(x)

x
.5. La fontion g est don déroissante sur ] − ∞; 1] et roissante ensuite, ave pour minimum

g(1) = 3, don elle est toujours stritement positive.6. Tout omme g, f est dé�nie sur R
∗
+.7. Il n'y a pas de forme indéterminée en 0 : lim

x→0
f(x) = −∞. En +∞, 'est à peine plus ompliqué,le quotient tend vers 0 (un petit oup de roissane omparée), mais il reste x + 1 qui fait que

lim
x→+∞

f(x) = +∞. 1



8. On a f ′(x) = 1 +
(1 + 1

x
)x2 − 2x(x − 1 + lnx)

x4
=

x4 + x2 + x − 2x2 + 2x − 2x ln x

x4

=
x4 − x2 + 3x − 2x ln x

x4
=

g(x)

x3
. La fontion f est don stritement roissante.9. f(x)− (x + 1) =

x − 1 + ln x

x2
, qui est du signe de x − 1 + ln x. Comme x − 1 et ln x sont tousdeux négatifs entre 0 et 1 et positifs ensuite, on en déduit que la ourbe est sous la droite sur

]0; 1], et au-dessus sur [1;+∞[.10. Et voilà les ourbes demandées :
0 1 2 3 4 5

0

1

2
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4

−1

−2

−3

−4Exerie 31. La suite étant dé�nie dès que un 6= −1, prouver par réurrene que 1

2
6 un 6 1 su�t. C'estvrai pour u0, et si on le suppose vrai pour un, alors 3

2
6 un + 1 6 2, don 1

2
6

1

un + 1
6

2

3
. Or

un+1 =
2un + 2 − 2

un + 1
= 2 − 2

un + 1
. On a don 4

3
6 un+1 6 1, e qui ahève la démonstration.2. Calulons un+1−un =

2un

un + 1
−un =

2un − u2
n − un

un + 1
=

un(1 − un)

un + 1
, qui est positif en utilisante qui préède. La suite est don roissante.3. La suite (un) étant roissante et majorée par 1, elle onverge. Sa limite l véri�e l =

2l

l + 1
, soit

l2 + l = 2l, don l(l−1) = 0. La limite ne pouvant être égale à 0 pour une suite dont les valeurssont supérieures à 1

2
, on a lim

n→+∞
un = 1.Exerie 41. En e�et 1

k
− 1

k + 1
=

1

k2 + k
6

1

k2
, puisque k2 6 k2 + k. L'autre inégalité est similaire.2. C'est une somme télesopique, qui vaut 1− 1

n
. En faisant la somme des inéagalités obtenues àla question préédente, on obtient don 1

2
− 1

n + 1
6 Sn 6 1 − 1

n3. C'est une onséquene immédiate de la question préédente.4. Comme Sn+1 −Sn =
1

(n + 1)2
, la suite est roissante. Étant majorée par 1, elle onverge don.2



Exerie 51. La fontion f est dé�nie sur R
∗
+, de dérivée f ′(x) =

2
√

x − 1+x√
x

(2
√

x)2
=

2x − (1 + x)√
x(2

√
x)2

=
x − 1

4x
√

x
. Lafontion est don déroissante sur ]0; 1] et roissante sur [1;+∞[. Son minimum vaut f(1) =

2

2
√

1
= 1 et sa ourbe ressemble à ei :

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

2. Calulons f(x) − x =
1 + x − 2x

√
x

2
√

x
, qui est du signe de 1 + x − 2x

√
x. Notons X =

√
x, ona alors 1 + x − 2x

√
x = 1 + X2 − 2X3 = (1 − X)(1 + X + 2X2). La deuxième parenthèse esttoujours positive sur Df , la position relative dépend du signe de 1−√

x, qui est positif quand
x 6 1. La ourbe est don au-dessus de la droite sur ]0; 1] et en-dessous ensuite.3. La suite est bien dé�nie si toutes les valeurs de la suite sont stritement positives, don il estlargement su�sant de prouver que un > 1. Pour une fois, même pas besoin de réurrene,puisque ∀n > 1, un = f(un−1) > 1 puisque la fontion f ne prend pas de valeurs plus petitesque 1.4. En e�et, ∀n > 1, un+1 − un = f(un) − un. Or, on a vu à la question 3 que un > 1, et àla question 2 que si x > 1, f(x) − x 6 0. Conlusion, un+1 − un 6 0 et la suite est biendéroissante.5. La suite est déroissante et minorée par 1, elle onverge don. Sa limite l véri�e l =

1 + l

2
√

l
, equi n'arrive d'après le alul de la question 2 que pour l = 1, don la suite tend vers 1.Exerie 61. La fontion f est dé�nie si x2 + x + 1 > 0, e qui est en fait toujours le as (e trinome aundisriminant négatif), don Df = R.2. Dérivons don : f ′(x) =

x2 + x + 1 − x(2x + 1)

(x2 + x + 1)2
=

−x2 + 1

(x2 + x + 1)2
=

(1 + x)(1 − x)

(x2 + x + 1)2
. La fontion

f est don roissante sur [−1; 1], et déroissante sur ]−∞;−1] et sur [1;+∞[. Les seules limitesà aluler sont elles en ±∞. En utilisant la fatorisation par les termes de plus haut degré,on obtient failement que lim
x→±∞

f(x) = 0. Tant qu'on y est, onstatons que f(−1) = −1, et
f(1) =

1

3
.3. On a f(0) = 0 et f ′(0) = 1, don la tangente en 0 a pour équation y = x.4. On a f(x) − x =

x − (x3 + x2 + x)

x2 + x + 1
=

−x3 − x2

x2 + x + 1
=

−x2(x + 1)

x2 + x + 1
. Cette fration est du signede x + 1, don C est en-dessous de T sur ] −∞;−1], et au-dessus sur [1;+∞[.5. Voii un joli graphique : 3



0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

2

−1

−26. On a f

(

1

p

)

=

1

p

1

p2 + 1

p
+ 1

=
p

1 + p + p2
6

p

p + p2
=

1

p + 1
.7. Pour n = 0, on a bien 0 < 1 6

1

0 + 1
. Supposons don 0 < un 6

1

n + 1
. D'après la questionpréédente, on a alors f(un) 6

1

n + 2
, don un+1 6

1

n + 2
. Par ailleurs, ∀x > 0, f(x) > 0(regarder le tableau de variations et utiliser que f(0) = 0) don un > 0 ⇒ un+1 > 0, e quiahève la réurrene.8. Comme lim

n→+∞

1

n + 1
= 0, le théorème des gendarmes permet de onlure que (un) tend vers 0.9. Par dé�nition un+1 =

un

u2
n + un + 1

, don 1

un+1

=
u2

n + un + 1

un

= un + 1 +
1

un

.10. Une petite réurrene semble s'imposer : pour n = 1, la proposition prétend que 1

u1

6 2+1 = 3,e qui est vrai puisque u1 = f(1) =
1

3
. Supposons la propriété vraie au rang n, et utilisonsla question préédente : 1

un+1

=
1

un

+ 1 + un 6 n + 1 +

k=n
∑

k=1

1

k
+ 1 + un. Il ne reste plus qu'àutiliser la majoration de la question 7 pour obtenir exatement la formule voulue pour aheverla réurrene.11. On a don 1

un

6 n + 2 + ln n, ou enore 1 6 nun − 2un + un ln n, soit nun > 1 + 2un − un lnn.Comme un 6
1

n + 1
, la limite de un ln n vaut 0, don nun est plus grand qu'une suite tendantvers 1. Or on a aussi nun 6

n

n + 1
, ave le terme de droite qui tend vers 1. Conlusion via lethéorème des gendarmes : lim

n→+∞
nun = 1.
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