
Exeries et problèmes de révision pour le Conours BlanECE3 Lyée Carnot16 avril 2010Exerie 1Le trin�me P a pour raine évidente 1, don P (x) = (x− 1)(ax2 + bx + c) = ax3 + (b− a)x2 +
(c − b)x − c, d'où par identi�ation a = 2, b = −4 + a = −2, et c = −22 + b = −24. On adon P (x) = 2(x − 1)(x2 − x − 12), et le deuxième fateur a pour disriminant ∆ = 1 + 48 = 49,don admet deux raines réelles x1 =

1 + 7

2
= 4 et x2 =

1− 7

2
= −3. Finalement, on obtient

P (x) = 2(x− 1)(x − 4)(x + 3).Pour Q, posons X = ex pour nous ramener à l'étude de Q(X) = X3 +
7

12
X2 − 7

12
X − 1

6
.On onstate que X = −1 est raine du trin�me puisque −1 +

7

12
+

7

12
− 1

6
= 0, don Q(X) =

(X + 1)(aX2 + bX2 + c) = aX3 + (b + a)X2 + (c + b)X + c, ave par identi�ation a = 1, b = − 5

12et c = −1

6
, d'où Q(X) = (X + 1)

(

X2 − 5

12
− 1

6

). La deuxième parenthèse a pour disriminant
∆ =

25

144
+

4

6
=

121

144
=

(

11

12

)2, et admet don pour raines X1 =
1

2

(

5

12
+

11

12

)

=
8

12
=

2

3
; et

X2 =
1

2

(

5

12
− 11

12

)

= − 3

12
= −1

4
. Finalement, on a Q(X) = (X + 1)

(

X − 2

3

)(

X +
1

4

), soit
P (x) = (ex + 1)

(

ex − 2

3

)(

ex +
1

4

).Exerie 21. La suite (un) est bien dé�nie si elle ne prend jamais la valeur −4, prouver par réurrene qu'elleest à valeurs stritement positives su�ra don. Or, u0 = 2 > 0 et si on suppose un > 0, 3+2unet un + 4 sont stritement positifs, don leur quotient aussi, e qui prouve que un+1 > 0 etahève la réurrene.2. Si un+1 = 1, on a don un + 4 = 3 + 2un, e qui donne e�etivement un = 1. Supposons parl'absurde que un prenne la valeur 1 et notons n0 le plus petit entier pour lequel un0
= 1. On aalors n0 > 2 (puisque u0 6= 1) mais d'après le alul préédent un0−1 est aussi égal à 1, e quiontredit la dé�nition de n0. Conlusion : la suite ne prend jamais la valeur 1.3. Calulons don vn+1 =

un+1 − 1

un+1 + 3
=

3+2un

un+4 − 1
3+2un

un+4 + 3
=

3 + 2un − un − 4

3 + 2un + 3un + 12
=

un − 1

5un + 15
=

1

5

un − 1

un + 3
=

1

5
vn. La suite (vn) est don géométrique de raison 1

5
et de premier terme v0 =

u0 − 1

u0 + 3
=

1

5
, don

vn =
1

5n+1
. Comme vn =

un − 1

un + 3
, on a par ailleurs vnun+3vn = un−1, soit 3vn+1 = un(1−vn),don un =

3vn + 1

1− vn

=
3

5n+1 + 1

1− 1
5n+1

. 1



Exerie 3






2x + 3y + z = 4
−x + y + 2z = 3 L2 ← L1 − 3L2

7x + 3y − 5z = 2 L3 ← L1 − L3







2x + 3y + z = 4
5x − 5z = −5
−5x + 6z = 2 L3 ← L1 + L3







2x + 3y + z = 4
x − z = −1

z = −3On remonte le système : x = z − 1 = −4 et 3y = 4− 2x− z = 15, don y = 5. Il y a une uniquesolution : S = {(−4; 5;−3)}.Exerie 4On a B =





1 1 1
1 1 1
1 1 1



 et B2 =





3 3 3
3 3 3
3 3 3



 don B2 = 3B. Prouvons par réurrene lapropriété Pn : An = 2nI +
5n − 2n

3
B. Pour n = 0, A0 = I et 20I +

50 − 20

3
B = I, don la propriétéest vraie. Supposons-la véri�ée au rang n, on a alors An+1 = A × An = A

(

2nI +
5n − 2n

3
B

)

=

(B +2I)

(

2nI +
5n − 2n

3
B

) par dé�nition de B. En développant, on obtient An+1 = 2nB +2n+1I +

5n − 2n

3
B2 +

2(5n − 2n)

3
B = 2n+1I +

3× 2nB

3
+

3× 5n − 3× 2n

3
B +

2× 5n − 2× 2n

3
B = 2n+1I +

5× 5n − 2× 2n

3
B = 2n+1I +

5n+1 − 2n+1

3
B, e qui prouve l'hérédité et ahève la réurrene. Pour

n = 4, on obtient A4 = 16I + 203B =





219 203 203
203 219 203
203 203 219



.Exerie 5
• Il s'agit d'arrangements de trois éléments dans un ensemble à dix éléments, il y a 10!

7!
=

10× 9× 8 = 720 tirages possibles.
• On peut obtenir soit trois boules noires, soit trois boules vertes, e qui donne 5!

2!
+

3!

0!
=

5× 4× 3 + 3× 2× 1 = 66 tirages possibles.
• Il y a six boules dont le numéro est stritement plus petit que 3, don 6!

3!
= 6 × 5 × 4 = 120tirages possibles.

• Soit le numéro apparaissant deux fois est un 3, e qui ne laisse pas de hoix pour les deuxboules orrespondantes, mais 8 possibilités pour la troisième boule et 3! hoix pour l'ordre destrois boules, soit le numéro apparaissant deux fois est un 1 ou un 2, e qui laisse (3

2

) hoixpour les deux boules, 7 hoix pour la troisième boule, et 3! permutations possibles. Il y a donau total 8× 3! + 2×
(

3

2

)

× 7× 3! = 300 tirages possibles.
• Il y en a 5× 3× 2× 3! = 180. 2



Ave des tirages simultanés, il n'y a plus que (10

3

)

= 120 tirages possibles au total. On peuttoujours obtenir trois boules noires ou trois boules vertes, don (5

3

)

+

(

3

3

)

= 11 tirages possibles. Demême, les réponses à toutes les autres questions seront les mêmes que préédemment à une divisionpar 3! près, puisqu'on ne tient plus ompte de l'ordre (si on travaillait ave des probabilités, les deuxsituations donneraient les mêmes résultats).Exerie 61. La fontion fn est stritement roissante sur [0; 1] omme somme de fontions roissantes. Deplus, f(0) = −1 et f(1) = n− 1 > 0 puisque n > 1, don, f étant bien entendue ontinue, elleest bijetive et s'annule une fois sur [0; 1].2. On sait que fn(an) = fn+1(an+1) = 0. De plus, ∀x ∈ [0; 1], fn+1(x) = xn+1 +fn(x) > fn(x). ona don fn+1(an) > fn(an) = 0, d'où fn+1(an) > fn+1(an+1). La fontion fn+1 étant roissante,
an > an+1, et la suite est don déroissante. Comme elle est à valeurs dans [0; 1], elle est deplus minorée, don onvergente.3. On sait que an

n + an−1
n + · · · + an − 1 = 0. En multipliant ette égalité par an, on obtient

an+1
n + an

n + · · ·+ a2
n − an = 0. En faisant la di�érene de es deux égalités, on obtient an+1

n −
2an + 1 = 0, e qui nous donne bien an+1

n

2
= an −

1

2
. Or, omme an est déroissante, on a

∀n > 2, an 6 a2 < 1, don an+1
n 6 an+1

2 . Comme a2 < 1, lim
n→+∞

an+1
2 = 0, don on a par lethéorème des gendarmes lim

n→+∞
an+1

n = 0. En utilisant la dernière relation prouvée, on en déduitalors que lim
n→+∞

an =
1

2
.Exerie 71. Commençons par onstater que A2 =





2 1 1
1 2 1
1 1 2



 = A+2I. Prouvons ensuite par réurrenela propriété Pn : ∃(un, vn) ∈ R
2, An = unA + vnI. C'est vrai pour n = 0 puisque A0 = I =

0 × A + 1 × I, don u0 = 0 et v0 = 1. Supposons la propriété vraie au rang n, on a alors
An+1 = A × An = A(unA + vnI) = unA2 + vnA = un(A + 2I) + vnA = (un + vn)A + 2unI.En posant un+1 = un + vn et vn+1 = 2un, on a don prouvé la propriété Pn+1, e qui ahèvela réurrene.2. On a an+1 = 2un+1 + vn+1 = 2(un + vn) + 2un = 2(2un + vn) = 2an. La suite (an) est dongéométrique de raison 2, et de premier terme a0 = 2u0 + v0 = 1, don an = 2n. Similairement,
bn+1 = un+1 − vn+1 = un + vn − 2un = −un + vn = −bn, don (bn) est géométrique deraison −1 et de premier terme b0 = u0 − v0 = −1, don bn = (−1)n+1. Reste à déterminer
un et vn en fontion de an et bn (pour l'instant, on a le ontraire). Cela revient à résoudre unsystème, ou plus simplement à onstater que an + bn = 3un et an − 2bn = 3vn, dont déouleque An = unA + vnI =

1

3
(2nA + (−1)n+1A + 2nI − 2(−1)n+1I).Exerie 81. Chaque lient a une hane sur trois de hoisir le menu M1, indépendamment des autres lients,et il y a n lients. Le nombre de lients hoisissant le menu suit une loi bin�miale de paramètre

(

n,
1

3

). De même, X2 ∼ B
(

n,
1

3

) et X3 ∼ B
(

n,
1

3

).3



2. La variable X3 prenant les valeurs de 0 à n, n−X3 prend les mêmes valeurs, et P (n −X3 =

k) = P (X3 = n− k) =

(

n

k

)(

1

3

)n−k (2

3

)k. Autrement dit, n−X3 ∼ B
(

n,
2

3

).3. On a bien sûr X1 + X2 + X3 = n, soit X1 + X2 = n − X3. La variable X1 + X2 suit donune loi géométrique de paramètre n et 2

3
, e qui n'a rien de surprenant (haque lient a uneprobabilité 2

3
de hoisir l'un des deux premiers menus, et on ompte le nombre de lients parmiles n ayant fait e hoix).4. (a) La probabilité que tous hoisissent un menu �xé (le premier par exemple) vaut 1

3n
, donla probabilité que tout le monde hoisisse le même menu quand il y en a 3 vaut 1

3n−1
.(b) Il s'agit de l'évènement omplémentaire du préédent, de probabilité 1− 1

3n−1
.() Notons Ai les évènements � Le menu i n'a été hoisi par auun lient �, pour i = 1, 2, 3. Ona d'après la formule de Poinaré P (A1∪A2∪A3) = P (A1)+P (A2)+P (A3)−P (A1∩A2)−

P (A1∩A3)−P (A2∩A3)+P (A1∩A2∩A3). Les trois premières probabilités valent (2

3

)n ;haune des trois suivantes vaut 1

3n
(puisque ela revient à dire que tout le monde a hoisile menu restant) et l'intersetion des trois évènements est un évènement impossible. Ona don P (A1 ∪A2 ∪A3) = 3

(

2

3

)n

− 3

3n
=

2n − 1

3n−1
. La probabilité demandée est elle duomplémentaire de A1 ∪A2 ∪A3, elle vaut don 1− 2n − 1

3n−1
.Exerie 9La fontion f est dé�nie sur R tout entier puisque ∀x ∈ R, e2x + 3ex + 2 > 2. Sa limite en

+∞ vaut +∞ (auune di�ulté), sa limite en −∞ vaut ln 2 (auune di�ulté non plus !). Il ya don une asymptote horizontale d'équation y = ln 2 en −∞. Pour la branhe in�nie en +∞,onstatons que e2x + 3ex + 2 = e2x

(

1 +
3

ex
+

3

e2x

), don f(x) = ln(e2x) + ln

(

1 +
3

ex
+

3

e2x

)

=

2x + ln

(

1 +
3

ex
+

3

e2x

). Le deuxième moreau tendant très fortement vers 0 en +∞, on peut endéduire diretement que la droite d'équation y = 2x est asymptote oblique à la ourbe en +∞.La fontion f est bien sûr C∞ sur R omme omposée de fontions usuelles, de dérivée f ′(x) =
2e2x + 3ex

e2x + 3ex + 2
. Cette dérivée étant toujours positive, f est stritement roissante sur R. En�n,

f ′′(x) =
(4e2x + 3ex)(e2x + 3ex + 2)− (2e2x + 3ex)2

(e2x + 3ex + 2)2

=
4e4x + 12e3x + 8e2x + 3e3x + 9e2x + 6ex − 4e4x − 12e3x − 9e2x

(e2x + 3ex + 2)2
=

3e3x + 8e2x + 6ex

(e2x + 3ex + 2)2
. Le numéra-teur étant toujours tout e qu'il y a de plus positif, la fontion f est onvexe sur R, et sa ourberessemble à ei :

4



0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

2

3

4

La fontion g est dé�nie si 2x2 − 2x + 1 > 0, e trin�me a pour disriminant ∆ = 2 − 4 =
−2, il est toujours positif, don Dg = R, et g est C∞ sur R, puisque e qui se trouve sous laraine ne s'annule jamais. Remarquons tout de suite que g(x) = x +

√

2x2

(

1− 1

x
+

1

x2

)

= x +

|x|
√

2− 2

x
+

1

x2
. Quand x > 0, g(x) = x

(

1 +

√

2− 2

x
+

1

x2

), e dont on déduit suessivementque lim
x→+∞

g(x) = +∞ ; lim
x→+∞

g(x)

x
= 1+

√
2 ; et en�n g(x)−x(1+

√
2) = x

(

√

2− 2

x
+

1

x2
−
√

2

)

=

x×
2− 2

x
+ 1

x2 − 2
√

2− 2
x

+ 1
x2 +

√
2

=
−2 + 1

x
√

2− 2
x

+ 1
x2 +

√
2
, e qui a pour limite −2

2
√

2
= −
√

2

2
en +∞. Conlusion :la ourbe de g admet pour asymptopte oblique en +∞ la droite d'équation y = (1 +

√
2)x−

√
2

2
.Du �té négatif, on a ette fois g(x) = x

(

1−
√

2− 2

x
+

1

x2

). Des aluls très similaires donnent
lim

x→−∞
g(x) = +∞ ; lim

x→+∞

g(x)

x
= 1 −

√
2 ; et lim

x→−∞
g(x) − (1 −

√
2)x =

√
2

2
(au signe près, on ala même expression que i-dessus). Il y a don en −∞ une autre asymptote oblique, d'équation

y = (1−
√

2)x +

√
2

2
.Pour les variations, la fontion g est C∞ sur R, de dérivée g′(x) = 1 +

4x− 2

2
√

2x2 − 2x + 1
. Cettedérivée est positive si 4x− 2 > −2

√
2x2 − 2x + 1. Cei est toujours véri�é quand x >

1

2
, puisque lemembre de gauhe est alors positif alors que elui de droite est négatif. Si les deux membres sontnégatifs, on peut élever au arré (en hangeant le sens de l'inégalité) : 16x2−16x+4 6 4(2x2−2x+1),soit 8x2 − 8x 6 0, don x doit être situé entre les raines x1 = 0 et x2 = 1. Finalement, la fontion

g est tout simplement roissante sur R+ et déroissante sur R−. Elle admet un minimum en 0, devaleur f(0) = 1.Ne reste plus que la onvexité : g′′(x) =
8
√

2x2 − 2x + 1− (4x− 2) 2(4x−2)

2
√

2x2−2x+1

4(2x2 − 2x + 1)

=
8(2x2 − 2x + 1)− (4x− 2)2

4(2x2 − 2x + 1)
3

2

=
16x2 − 16x + 8− 16x2 + 16x− 4

4(2x2 − 2x + 1)
3

2

=
4

4(2x2 − 2x + 1)
3

2

. La fon-tion g est don onvexe sur R, et l'allure de la ourbe est la suivante :
5



0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

2

3

4

Exerie 10La variable X prend don tous les valeurs entières à partir de 1 (en e�et, au vu de l'énoné, onne peut pas perdre au niveau 1). La probabilité que le joueur passe exatement k niveaux vaut, viala formule des probabilités omposées, 1

1
× 1

2
×· · ·× 1

k
×
(

1− 1

k + 1

)

=
k

(k + 1)!
, don P (X = k) =

k

(k + 1)!
.L'espérane de X + 1 est e�etivement nettement plus faile à aluler, elle vaut +∞

∑

k=1

(k + 1) ×

k

(k + 1)!
=

+∞
∑

k=1

1

(k − 1)!
=

+∞
∑

k=0

1

k!
= e. Si E(X + 1) = e, on aura par linéarité E(X) = e− 1.De même E(X2−1) = E((X−1)(X +1)) =

+∞
∑

k=1

(k−1)(k+1)× k

(k + 1)!
=

+∞
∑

k=2

1

(k − 2)!
= e (pour

k = 1, la valeur est nulle, d'où le déalage d'indie en bas de somme). Conlusion : E(X2) = e + 1,puis par König-Huygens V (X) = E(X2)−E(X)2 = e + 1− (e− 1)2 = e + 1− e2− 1 + 2e = e(3− e)(qui est bien un nombre positif puisque e < 3).Problème 1 (Eriome 07, exerie 1)1. Étude des variations de la fontion fa1. Manifestement, lim
t→+∞

fa(t) = +∞. Comme de plus, f(t) =
1

2
t +

a2

2t
=

1

2
t + o(1), la droited'équation y =

1

2
t est asymptote oblique à la ourbe en +∞. En�n, f(t) − 1

2
t =

a2

2t
, qui estpositif sur R

∗
+, don la ourbe est située au-dessus de l'asymptote.2. Sans di�ulté auune, on obtient lim

t→0
f(t) = +∞, l'axe des ordonnées est don asymptotevertiale à la ourbe.3. La fontion est C∞ sur ]0;+∞[, de dérivée f ′

a(t) =
1

2
− a2

2t2
=

t2 − a2

2t2
. La fontion fa est donstritement déroissante sur ]0; a], et stritement roissante sur [a; +∞[. Elle admet en a unminimum de valeur fa(a) =

1

2

(

a +
a2

a

)

= a.4. C'est une onséquene immédiate du alul de minimum de la question préédente.
6



2. Étude de la onvergene de la suite (un)1. Dans e as, la suite est onstante (une réurrene évidente si on tient à le prouver rigoureu-sement).2. Si t > a, t2 − a2 > 0, don f ′(t) > 0. De plus, t2 − a2 < t2, don f ′(t) <
t2

2t2
=

1

2
, d'oùl'enadrement demandé.3. Il n'est même pas néessaire de faire une réurrene : ∀n > 1, un = f(un−1) > a d'après laquestion 1.4.4. La fontion f est C1 sur [a; +∞[, intervalle auquel appartiennent a et un et sur lequel 0 6

f ′ 6
1

2
, on peut don appliquer l'inégalité des aroissements �nis (première version, elle sansvaleur absolue) entre a et un : 0 × (un − a) 6 f(un) − f(a) 6

1

2
(un − a). Il ne reste plusqu'à remplaer f(un) par un+1 et f(a) par a (f aluls antérieurs). La deuxième partie est uneréurrene lassique : pour n = 1 'est évident puisqu'on a |u1−a| des deux �tés de l'inégalité.Si l'inégalité est vraie au rang n, alors |un+1−a| 6 1

2
|un−a| 6 1

2
×
(

1

2

)n−1

|u1−a| 6 1

2n
|u1−a|,e qui prouve l'inégalité au rang n + 1.5. Par le théorème des gendarmes, on en déduit que lim

n→+∞
un − a = 0, soit, lim

n→+∞
un = a.6. Il su�t de prendre la fontion f√2 : t 7→ 1

2

(

t +
2

t

)

=
t

2
+

1

t
et de onstruire la suite réurrenteorrespondante :PROGRAM eriome ;VAR u : real ; i : integer ;FUNCTION f (x : real) : real ;BEGINf := x/2+1/x ;END ;BEGINu := 1 ;FOR i := 1 TO 100 DOBEGINu := f(u) ; WriteLn(u) ;END ;END.3. Reherhe d'extremum d'une fontion à deux variables1. Développons tout, e sera aussi simple : g(x, y) =

1

2

(

1

x
+

1

y

)

(1 + x + y + xy) =
1

2x
+

1

2y
+

1

2
+

x

2y
+

y

2x
+

1

2
+

x

2
+

y

2
=

1 + y

2x
+

1 + x

2y
+

x + y

2
+ 1.On a don ∂f

∂x
(x, y) = −1 + y

2x2
+

1

2y
+

1

2
; ∂f

∂y
(x, y) = −1 + x

2y2
+

1

2x
+

1

2
;

∂2f

∂x2
(x, y) =

1 + y

x3
; ∂2f

∂y2
(x, y) =

1 + x

y3
; ∂2f

∂y∂x
(x, y) =

∂2f

∂x∂y
(x, y) = − 1

2x2
− 1

2y2
.2. Mettons la première dérivée partielle au même dénominateur : ∂f

∂x
=

x2y + x2 − y − y2

2x2y
, e quis'annule si x2y + x2 = y + y2, soit x2(1 + y) = y(1 + y). Comme y > 0, 1 + y ne risque pas des'annuler, et on doit don avoir x2 = y. Symétriquement, l'annulation de la deuxième dérivée7



partielle donne omme ondition x = y2. On a don un point ritique si x = y = 1 (puisquepar exemple y4 = y ave y > 0). Pour le fait que e point ritique est bien un extremum, si onne veut pas utiliser le résultat omplémentaire vu dans une feuille d'exos, on se reporte à ladernière question. Sinon, on alule ∂2f

∂x2
(1, 1) =

∂2f

∂y2
(1, 1) = 2, et ∂2f

∂x∂y
(1, 1) = −1. Comme

2× 2− (−1)2 = 3 > 0, et que 2 > 0, le point ritique est un minimum loal.3. C'est du alul bête : f1(x) =
x

2
+

1

2x
, don 1 + f1(x) + f1(y) + f1

(

x

y

)

= 1 +
x

2
+

1

2x
+

y

2
+

1

2y
+

x

2y
+

y

2x
= g(x, y).4. La fontion f1 ayant pour minimum 1 (atteint en 1), 1 + f1(x) + f1(y) + f1

(

x

y

)

> 4. Or,
g(1, 1) =

1

2
× 2× 2× 2 = 4, qui est don un minimum global pour la fontion.Problème 2 (EMLyon 09, exerie 3)Partie I : tirages ave arrêt dès qu'une boule noire a été obtenue.1. La variable T suit une loi géométrique de paramètre, don P (T = k) = p(1−p)k−1 ; E(T ) =

1

pet V (T ) =
q

p2
.2. Il su�t de onstater que U = T − 1 (puisqu'on s'arrête à la première boule noire, on a tiré uneboule de moins que le nombre total de boules tirées). La variable U admet don une espéraneet une variane, et E(U) =

1

p
− 1 ; V (U) = V (T ) =

q

p2
.Partie II : Tirages ave arrêt dès qu'une boule blanhe et une boule noire ont étéobtenues.1. (a) Pour avoir X = k, il y a deux possibilités inompatibles : soit on tire k−1 boules blanhes,puis une boule noire (probabilité pk−1q, soit on tire k − 1 boules noires puis une bouleblanhe (proba qk−1p), don P (X = k) = pk−1q + qk−1p.(b) Calulons don +∞

∑

k=2

pqk−1+qpk−1 = p

+∞
∑

k=1

qk+p

+∞
∑

k=1

qk = p

(

1

1− q
− 1

)

+q

(

1

1− p
− 1

)

=

p

p
− p +

q

q
− q = 2− 1 = 1.() Enore un petit alul : l'espérane existe puisque le alul fait apparaitre deux sé-ries géométriques dérivées, et E(X) = p

+∞
∑

k=2

kqk−1 + q

+∞
∑

k=2

kpk−1 = p

(

1

(1− q)2
− 1

)

+

q

(

1

(1− p)2
− 1

)

=
p

p2
− p +

q

q2
− 1 =

1

p
+

1

q
− 1.2. (a) Pour (X = 2)∩(Y = 1), il y a deux possibilités : il faut avoir tiré une boule blanhe et uneboule noire, mais peu importe l'ordre. On a don P ((X = 2)∩ (Y = 1)) = pq + qp = 2pq.Par ontre, pour k > 3, si X = k et Y = 1 sont véri�és, ela signi�e qu'on a tiré la bouleblanhe au tirage k (sinon on aurait tiré une noire et une boule blanhe avant le tirage k)et uniquement des boules noires avant, d'où P ((X = k) ∩ (Y = 1)) = qk−1p.(b) Les évènements (X = k) formant un système omplet d'évènements, on peut appliquerla formule des probabilités totales : P (Y = 1) =

+∞
∑

k=2

P ((X = k) ∩ (Y = 1)) = 2qp +8



p

+∞
∑

k=3

qk−1 = pq +p

+∞
∑

k=2

qk−1 = pq +p

(

1

1− q
− 1

)

= pq +1−p = p(1−p)+1−p = 1−p2.() Caluler P (Y = k) est plus simple si k > 2, puisque le seul tirage possible onsiste à tirerd'abord les k boules blanhes, puis une boule noire, don P (Y = k) = pkq.3. La variable Z est dé�nie de façon similaire à Y , mais ave le r�le de p et de q inversé, don
P (Z = 1) = 1− q2 ; P (Z = k) = qkp, et E(Z) =

1

p
(1− q − q2).4. En e�et, si on tire d'abord une boule blanhe, on aura néessairement Z = 1, don Y Z = Y =

X − 1, puisque dans e as on ne tire qu'une boule noire et don X − 1 boules blanhes. Demême, si on ommene par une boule noire, Y = 1, et Y Z = Z = X − 1. Les variables Y Z et
X − 1 prennent don toujours la même valeur.Problème 3 (EMLyon 08, exerie 1)Partie I : Étude d'une fontion.1. En e�et, lim

t→0
t ln t = 0, don lim

t→0
f(t) = 0. Comme f est par ailleurs bien sûr C∞ sur ]0;+∞[,elle est ontinue sur R+.2. Cf plus haut pour le aratère C1 ; f ′(t) = ln t (résultat lassique...).3. On a f(t) = t(ln t− 1), don lim

t→+∞
f(t) = +∞.4. La fontion f est déroissante sur [0; 1] et roissante sur [1;+∞[, admettant un minumum en

t = 1 de valeur f(1) = −1.5. En e�et, f ′′(t) =
1

t
> 0 sur ]0;+∞[, don f est onvexe.6. (a) Comme lim

t→0
f ′(t) = −∞, d'après le théorème de prolongement C1, f admet une demi-tangente vertiale en 0.(b) Il faut résoudre l'équation f(t) = 0, e qui en reprenant la forme fatorisée donne t = 0ou ln t = 1, soit t = 0 ou t = e.() Comme f(t)

t
= ln t − 1, qui a pour limite +∞ en +∞, la ourbe admet une branheparabolique de diretion (Oy) en +∞.(d) Voilà une allure de la ourbe :

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

−1
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Partie II : Étude d'une fontion dé�nie par une intégrale1. La fontion G est dérivable de dérivée G′(x) =
1

2
(f(x+1)−f(x−1)) par dé�nition de l'intégrale(on peut dire que G(x) = F (x + 1) − F (x − 1), qui est e�etivement dé�nie et dérivable sur

]1;+∞[). Comme f est elle-même dérivable de dérivée t 7→ ln t, la dérivée seonde de G endéoule.2. (a) Au fateur 1

2
près, G′′(x) = ln

x + 1

x− 1
, ave x = 1 > x− 1 > 0, don x + 1

x− 1
> 1. La dérivéeseonde de G étant don stritement positive, G′ est stritement roissante.(b) Calulons : G′(2) =

1

2
(f(3)− f(1)) =

1

2
(3 ln 3− 3 + 1) =

3

2
ln 3− 1 > 0.() La fontion G′ est stritement roissante, a pour limite f(2) − f(0) = f(2) < 0 en 0(puisqu'on a vu que la ourbe de f ne reoupait l'axe des absisses que pour x = e > 2), etprend des valeurs stritement positives d'après la question préédente. D'après le théorèmedes valeurs intérmédiaires, il existe don un réel α ∈]0; 2[ tel que G′(α) = 0. La fontionétant par ailleurs stritement roissante, don bijetive, e réel est néessairement unique.Partie III : Étude d'une fontion de deux variables réelles1. Calulons don : ∂Φ

∂x
(x, y) = −2y ln(x+1)+2 ln(x+1)f(x+1)−2y ln(x−1)+2 ln(x−1)f(x−1) ;

∂Φ

∂y
(x, y) = 2y − 2f(x + 1) + 2y − 2f(x− 1) = 4y − 2(f(x + 1) + f(x− 1)).2. On a ∂Φ

∂x
(α, f(α + 1)) = −2f(α + 1) ln(α + 1) + 2 ln(α + 1)f(α + 1) − 2f(α + 1) ln(α − 1) +

2 ln(α − 1)f(α − 1). Or, G′(α) = 0 don f(α + 1) = f(α − 1) et tout s'annule. Par ailleurs,
∂Φ

∂y
(α, f(α + 1)) = 4f(α + 1) − 2(f(α + 1) + f(α − 1)) = 0. Le point est don bien un pointritique.3. Comme Φ(α, f(α+1)) = (f(α+1)− f(α+1))2 +(f(α+1)− f(α− 1))2 = 0, e point ritiqueest un minimum global (la fontion Φ ne prend que des valeurs positives, 'est une somme dedeux arrés).
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