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Pour 
e deuxième 
hapitre, un peu de théorie, puisque 
elui-
i va nous permettre de dé�nirquelques notations et méthodes supplémentaires qui nous seront bien utiles par la suite (ou peut-être devrais-je dire plut�t pour les suites, puisqu'il s'agit du premier thème faisant intervenir de façonassez intensive le symbole somme et les ré
urren
es).1 Sommes et produits1.1 Symbole Σ et propriétésLa somme est l'opération la plus élémentaire qui soit en mathématiques, vous l'utilisez d'aileursfréquemment depuis une bonne dizaine d'années maintenant. Mais autant sommer deux ou troisnombres est 
hose aisée, autant l'a�aire se 
omplique quand on a besoin de faire la somme d'ungrand nombre de termes (voire même d'une in�nité, 
omme on le verra un peu plus tard). Plut�tque de re
ourir à des petits points à la fois peu rigoureux et ine�
a
es, on utilise une notation unpeu plus 
omplexe au premier abord, mais qui simpli�e grandement les 
al
uls une fois maîtrisée.Dé�nition 1. Le symbole ∑ signi�e � somme �. Plus pré
isément, la notation i=7

∑

i=2

ai se lit parexemple � somme pour i variant de 2 à 7 des ai � et peut se détailler de la façon suivante :
i=7
∑

i=2

ai = a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7.Remarque 1.
• Les bornes 
hoisies, 2 et 7, ne sont que des exemples, on peut prendre n'importe quoi, y 
omprisdes bornes variables, par exemple i=n2

∑

i=n

ai = an + an+1 + an+2 + · · · + an2
−1 + an2 . Par 
ontre,la borne de départ doit toujours être plus petite que la borne d'arrivée (sinon la somme estnulle).

• La lettre i est une variable muette, autrement dit on peut la 
hanger par n'importe quelle autrelettre sans 
hanger la valeur de la somme. On 
hoisit traditionnellement les lettres i, j, k, et
.pour les indi
es de sommes.
• Dans une somme, la variable muette prend toujours toutes les valeurs entières 
omprises entrela valeur initiale et la valeur �nale.Exemple : i=n

∑

i=2

a = (n − 1)a (faites bien attention au nombre de termes que 
ontient la somme...).Proposition 1. Règles de 
al
ul sur les sommes. On a le droit d'e�e
tuer les opérations suivantes :1



• fa
toriser par une 
onstante : i=n
∑

i=0

axi = a

i=n
∑

i=0

xi

• séparer ou regrouper des sommes de mêmes indi
es : i=n
∑

i=0

ai + bi =

i=n
∑

i=0

ai +

i=n
∑

i=0

bi

• séparer les indi
es en deux (relation de Chasles) : i=n
∑

i=0

ai =

i=p
∑

i=0

ai +

i=n
∑

i=p+1

ai

• faire un 
hangement d'indi
e : i=n
∑

i=1

ai =

j=n−1
∑

j=0

aj+1 (on a posé j = i − 1)Remarque 2. Tenter de simpli�er d'une façon ou d'une autre i=n
∑

i=0

aibi est par 
ontre une très bonnemanière de s'atta
her la ran
oeur tena
e de votre professeur ; les sommes et produits ne font pas bonménage.Exemple 1 : On 
her
he à 
al
uler la somme des n premiers entiers : S =
i=n
∑

i=0

i. Constatons que
S =

i=n
∑

i=0

(n− i) (faire la somme en partant de 0 et en montant jusqu'à n revient au même que partirde n et des
endre jusqu'à 0). En ajoutant les deux sommes, on obtient S + S =

i=n
∑

i=0

i +

i=n
∑

i=0

(n − i),soit 2S =

i=n
∑

i=0

(i + n − i) =

i=n
∑

i=0

n = n(n + 1), don
 on déduit que S =
n(n + 1)

2
.Exemple 2 : Une te
hnique 
lassique quand on 
her
he à 
al
uler des sommes est l'utilisation desommes téles
opiques, qui 
onsiste à 
onstater que la di�éren
e de deux sommes ayant beau
oup determes 
ommuns 
omporte en fait nettement moins de termes que 
e qu'elle n'en a l'air au départ.Considérons S =

i=n
∑

i=1

1

i(i + 1)
. A priori pas évident à 
al
uler, du moins tant qu'on a pas 
onstatéque 1

i
−

1

i + 1
=

i + 1 − i

i(i + 1)
=

1

i(i + 1)
. On peut alors faire le 
al
ul suivant :

i=n
∑

i=1

1

i(i + 1)
=

i=n
∑

i=1

1

i
−

i=n
∑

i=1

1

i + 1
=

i=n
∑

i=1

1

i
−

j=n+1
∑

j=2

1

j
= 1 +

i=n
∑

i=2

1

i
−

j=n
∑

j=2

1

j
−

1

n + 1
= 1 −

1

n + 1Si la �n du 
al
ul ne vous semble pas 
laire, on peut aussi voir les 
hoses ainsi :
i=n
∑

i=1

1

i
−

1

i + 1
= 1 −

1

2
+

1

2
−

1

3
+ · · · +

1

n
−

1

n + 1
= 1 −

1

n + 1
.1.2 Sommes doublesRien ne nous interdit de mettre une somme à l'intérieur d'une autre somme. Dans 
e 
as, ilest toutefois très important d'utiliser deux indi
es di�érents pour les deux sommes, sous peine de
onfusion totale. Plusieurs notations sont possibles pour exprimer des sommes doubles : i=n

∑

i=1

j=n
∑

j=1

iaj =

j=n
∑

j=1

i=n
∑

i=1

iaj =
∑

16i,j6n

iaj. Cette somme est 
onstituée de n2 termes qu'on peut par exemple représenterdans un tableau 
ontenant n lignes et n 
olonnes. L'ordre dans lequel on pla
e les deux sommes est2



indi�érent (d'où également la possibilité de n'utiliser qu'une seule somme), on a don
 intérêt à lespla
er dans l'ordre le plus pratique pour le 
al
ul, i
i par exemple :
j=n
∑

j=1

i=n
∑

i=1

iaj =

j=n
∑

j=1

aj

(

i=n
∑

i=1

i

)

=

j=n
∑

j=1

aj ×
n(n + 1)

2
=

n(n + 1)

2

j=n
∑

j=1

aj .1.3 ProduitsLe fon
tionnement est très similaire à 
elui des sommes :Dé�nition 2. Le symbole ∏ signi�e � produit �. Par exemple, i=5
∏

i=1

i = 1 × 2 × 3 × 4 × 5 = 120.Dé�nition 3. On appelle fa
torielle de l'entier naturel n, et on note n!, le nombre n! =
i=n
∏

i=1

i.
Exemples : ∏ i = 1i=na = an ; (n + 1)!

n!
=

i=n+1
∏

i=1

i

i=n
∏

i=1

i

= n + 1Proposition 2. Les règles de 
al
ul suivantes peuvent être utiles quand on manipule des produits :
• séparer ou regrouper des produits ayant les mêmes indi
es : i=n

∏

i=1

ai ×

i=n
∏

i=1

bi =

i=n
∏

i=1

aibi

• séparer les indi
es (relation de Chasles) : i=n
∏

i=1

ai =

i=p
∏

i=1

ai ×

i=n
∏

i=p+1

ai

• faire un 
hangement d'indi
e : i=n+1
∏

i=2

ai =

j=n
∏

j=1

aj+1Remarque 3. Bien entendu, tenter de simpli�er i=n
∏

i=1

(ai + bi) serait une grave erreur que, j'en suis
ertain, vous ne 
ommettrez pas deux fois (ni même une seule, si possible).Exemple : Un petit 
al
ul de produit pour �nir 
e paragraphe. P =

i=n
∏

i=1

3i =

i=n
∏

i=1

3 ×

i=n
∏

i=1

i = 3nn!2 Démonstration par ré
urren
e2.1 Énon
é et exemplesLa démonstration par ré
urren
e est un s
héma de démonstration que nous utiliserons extrême-ment souvent 
ette année, et qu'il est don
 essentiel de maîtriser parfaitement. Réaliser une bonneré
urren
e n'est pas très 
ompliqué si on se for
e à bien en respe
ter la stru
ture, la rigueur est don
de mise pour ne pas dire de bêtise !Dé�nition 4. Considérons un ensemble de propriétés Pn dont l'énon
é dépend de la valeur de l'entiernoté n. Le prin
ipe de ré
urren
e de ré
urren
e stipule que, si
• P0 est vraie
• ∀n ∈ N, Pn ⇒ Pn+1alors les propriétés Pn sont vraies quel que soit l'entier n.3



Autrement dit, pour prouver l'ensemble de toutes les propriétés Pn, il su�t de prouver la première(P0), et de montrer qu'on arrive à prouver Pn+1 à partir de Pn pour un entier n quel
onque. Une bonneréda
tion d'une démonstration par ré
urren
e fera toujours intervenir les quatre points suivants :
• Énon
é 
lair et pré
is des propriétés Pn et du fait qu'on va réaliser une ré
urren
e.
• Initialisation : on véri�e que P0 est vraie (habituellement un 
al
ul très simple).
• Hérédité : on suppose Pn vraie pour un entier n quel
onque (
'est l'hypothèse de ré
urren
e)et on prouve Pn+1 à l'aide de 
ette hypothèse (si on n'utilise pas l'hypothèse de ré
urren
e,
'est qu'on n'avait pas besoin de faire une ré
urren
e !).
• Con
lusion : En invoquant le prin
ipe de ré
urren
e, on peut a�rmer avoir démontré Pn pourtout entier n.Exemple : On va reprendre le premier 
al
ul de somme détaillé plus haut dans le 
ours.
• Nous allons démontrer par ré
urren
e que la propriété Pn : i=n

∑

i=0

i =
n(n + 1)

2
est vraie pourtout entier n.

• Pour n = 0, nous avons i=n
∑

i=0

i = 0 et 0(0 + 1)

2
= 0, don
 P0 est vraie.

• Supposons Pn vraie pour un entier n quel
onque, 
'est-à-dire que i=n
∑

i=0

i =
n(n + 1)

2
. On peutalors e�e
tuer le 
al
ul suivant : n+1

∑

i=0

i =

i=n
∑

i=0

i+n+1 =
n(n + 1)

2
+n+1 =

n(n + 1) + 2(n + 1)

2
=

(n + 1)(n + 2)

2
, 
e qui prouve Pn+1.

• D'après le prin
ipe de ré
urren
e, nous pouvons don
 a�rmer que, ∀n ∈ N, i=n
∑

i=0

i =
n(n + 1)

2
.2.2 Variations du prin
ipe de ré
urren
eLe monde mathématique n'étant pas parfait, une ré
urren
e 
lassique n'est hélas pas toujourssu�sante pour montrer 
ertaines propriétés. Il faut don
 être 
apable de modi�er légèrement lastru
ture dans 
ertains 
as :

• si on ne 
her
he à montrer Pn que lorsque n > n0 (n0 étant un entier �xe dépendant du
ontexte), on peut toujours pro
éder par ré
urren
e, mais en initialisant à n0.
• il est parfois né
essaire que l'hypothèse de ré
urren
e porte non pas sur une valeur de n, maissur deux valeurs 
onsé
utives. On peut alors e�e
tuer une ré
urren
e double : on véri�e P0 et

P1 lors de l'étape d'initialisation, et on prouve Pn+2 à l'aide de Pn et Pn+1 lors de l'hérédité.
• on peut même avoir besoin pour prouver l'hérédité que la propriété soit véri�ée pour tous lesentiers inférieurs. Dans 
e 
as, on parle de ré
urren
e forte : le plus simple est de modi�er ladé�nition de la propriété Pn pour lui donner un énon
é 
omment par ∀k 6 n. Ainsi, lorsqu'onsuppose Pn véri�ée, on a une relation vraie pour toutes les valeurs de k inférieures ou égales à

n (les plus malins d'entre vous noteront d'ailleurs qu'on peut toujours rédiger une ré
urren
esous forme de ré
urren
e forte, ça ne demande pas plus de travail et ça ne peut pas être moinse�
a
e ; 
'est toutefois un peu plus lourd et dé
onseillé sauf né
essité).Exemple : On 
onsidère une suite réelle dé�nie de la façon suivante : u0 = 1 ; u1 = 3 et ∀n > 2,
un+2 = 3un+1 − 2un. Notre but va être de prouver par ré
urren
e double la propriété Pn : un =
2n+1 − 1.

• double initialisation : pour n = 0, 21 − 1 = 1 = u0, et pour n = 1, 22 − 1 = 3 = u1, don
 P0 et
P1 sont véri�ées.

• hérédité : on suppose que, pour un entier n �xé, Pn et Pn+1 sont vraies, 
'est-à-dire que
un = 2n+1 − 1 et un+1 = 2n+2 − 1. On peut alors 
al
uler un+2 = 3(2n+2 − 1)− 2(2n+1 − 1) =4



3 × 2n+2 − 3 − 2n+2 + 2 = 2 × 2n+2 − 1 = 2n+3 − 1, don
 Pn+2 est véri�ée.
• 
on
lusion : par prin
ipe de ré
urren
e double, on peut 
on
lure que ∀n ∈ N, un = 2n+1 − 1.Remarque 4. Le problème de 
e genre de démonstration est évidemment qu'il faut déjà avoir une idéedu résultat pour pouvoir le prouver par ré
urren
e. Ainsi, dans le dernier exemple, il faut 
onje
turerla forme du terme général de la suite (par exemple en 
al
ulant ses premiers termes) avant de pouvoirvéri�er la formule par ré
urren
e.2.3 Quelques sommes 
lassiquesDans 
e dernier paragraphe, nous nous 
ontenterons d'énon
er (et de démontrer, tout de même)les valeurs de quelques sommes très utiles, qui sont à 
onnaître absolument par 
oeur.Proposition 3. • ∀n ∈ N, i=n

∑

i=0

i =
n(n + 1)

2

• ∀n ∈ N, i=n
∑

i=0

i2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6

• ∀n ∈ N, i=n
∑

i=0

i3 =
n2(n + 1)2

4
=

(

i=n
∑

i=1

)2

• ∀q 6= 1, ∀n ∈ N, k=n
∑

k=0

qk =
1 − qn+1

1 − qDémonstration.
• Nous avons déjà démontré deux fois 
e résultat, dont une par ré
urren
e, ça su�t 
omme ça !
• Nous allons prouver par ré
urren
e la propriété Pn : i=n

∑

i=0

i2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
. Pour n = 0,nous avons i=n

∑

i=0

i2 = 02 = 0, et 0(0 + 1)(2 × 0 + 1)

6
= 0, don
 P0 est véri�ée. Supposons désor-mais Pn vraie pour un entier n quel
onque, on peut alors é
rire i=n+1

∑

i=0

i2 =
i=n
∑

i=0

i2 + (n + 1)2 =

n(n + 1)(2n + 1)

6
+(n+1)2 =

n(n + 1)(2n + 1) + 6(n + 1)2

6
=

(n + 1)(n(2n + 1) + 6n + 6)

6
=

(n + 1)(2n2 + 7n + 6)

6
=

(n + 1)(n + 2)(2n + 3)

6
=

(n + 1)((n + 1) + 1)(2(n + 1) + 1)

6
, don


Pn+1 est véri�ée. D'après le prin
ipe de ré
urren
e, on peut 
on
lure que Pn est vraie pourtout entier naturel n.
• Nous allons prouver par ré
urren
e la propriété Pn : i=n

∑

i=0

i3 =
n2(n + 1)2

4
. Pour n = 0, nousavons i=n

∑

i=0

i3 = 03 = 0, et 02(0 + 1)2

4
= 0, don
 P0 est véri�ée. Supposons désormais Pn vraiepour un entier n quel
onque, on peut alors é
rire i=n+1

∑

i=0

i3 =
i=n
∑

i=0

i3 + (n + 1)3 =
n2(n + 1)2

4
+

(n+1)3 =
n2(n + 1)2 + 4(n + 1)3

4
=

(n + 1)2(n2 + 4n + 4)

4
=

(n + 1)2(n + 2)2

4
, don
 Pn+1 estvéri�ée. D'après le prin
ipe de ré
urren
e, on peut 
on
lure que Pn est vraie pour tout entiernaturel n.

• Nous allons prouver par ré
urren
e la propriété Pn : k=n
∑

k=0

qk =
1 − qn+1

1 − q
. Pour n = 0, nous5



avons k=n
∑

k=0

qk = q0 = 1, et 1 − q1

1 − q
= 1, don
 P0 est véri�ée. Supposons désormais Pn vraie pourune entier n quel
onque, on peut alors é
rire k=n+1

∑

k=0

qk =

k=n
∑

k=0

qk + qn+1 =
1 − qn+1

1 − q
+ qn+1 =

1 − qn+1 + qn+1 − qn+2

1 − q
=

1 − qn+2

1 − q
, don
 Pn+1 est véri�ée. D'après le prin
ipe de ré
urren
e,on peut 
on
lure que Pn est vraie pour tout entier naturel n.
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