
Chapitre 14 : Polyn�mesECE3 Ly
ée Carnot17 février 2010Le but de 
et assez 
ourt 
hapitre est de mettre par é
rit quelques notations et propriétés 
las-siques des polyn�mes que nous avons en fait déjà pour la plupart utilisées plus t�t dans l'année(le prin
ipe d'identi�
ation notamment). On en pro�tera également pour insérer, de manière assezex
eptionnelle, un peu d'algorithmique dans 
e 
hapitre, qui sera surtout réutilisée lors de nos TDde Pas
al.1 Dé�nitions, notationsDé�nition 1. Un polyn�me P est un objet formel de la forme P =

k=n∑

k=0

akX
k, où n ∈ N, et ak ∈ R,ave
 de plus an 6= 0.Remarque 1. Le X utilisé dans 
ette dé�nition est souvent appelé indéterminée du polyn�me P .Il peut être rempla
é par n'importe quel objet mathématique pour lequel 
al
uler des puissan
es aun sens, par exemple une matri
e, une fon
tion ou bien entendu un réel. On aura toutefois souventtendan
e à identi�er le polyn�me P et la fon
tion polyn�miale réelle P : x 7→

k=n∑

k=0

akx
k.Dé�nition 2. L'entier n est le degré du polyn�me P . Les réels ak sont appelés 
oe�
ients dupolyn�me P , le réel an est le 
oe�
ient dominant de P .Dé�nition 3. On note R[X] l'ensemble des polyn�mes à 
oe�
ients réels. pour tout entier naturel

n, on note Rn[X] les polyn�mes de degré inférieur ou égal à n. On notera également d�(P ) le degréd'un polyn�me P .Remarque 2. On peut dé�nir sur R[X] des opérations de somme et de produit qui véri�ent toutesles propriétés usuelles (asso
iativité, 
ommutativité, distributivité). L'ensemble Rn[X] est stable parsomme (la somme de deux polyn�mes de degré inférieur ou égal à n est toujours de degré inférieurou égal à n), 
e qui ne serait pas vrai ave
 l'sensemble des polyn�mes de degré n. Nous reviendronsplus en détail sur 
e type de propriétés en �n d'année lorsque nous étudierons la notion d'espa
eve
toriel.Proposition 1. Soient P et Q deux polyn�mes, alors d�(PQ) = d)(P ) + d�(Q) ; et d�(P + Q) 6

max(d�(P ); d�(Q)).Exemple : Dans le 
as de la somme, il n'y aura pas égalité dans le 
as où P et Q sont de mêmedegré et ont des 
oe�
ients dominants opposés. Par exemple, si P = X2 − 3X + 2 et Q = −X2 − 5,on aura P + Q = −3X − 3, qui est de degré stri
tement inférieur au plus grand des degrés de P et
Q.Théorème 1. Un polyn�me à 
oe�
ients réels 
orrespond à une fon
tion polyn�miale nulle si etseulement si tous ses 
oe�
ients sont nuls. 1



Corollaire 1. Prin
ipe d'identi�
ation des 
oe�
ients.Deux polyn�mes P et Q sont égaux (en tant que fon
tions polyn�miales) si et seulement si tous leurs
oe�
ients sont égaux.Exemple : C'est un prin
ipe qu'on a déjà utilisé de nombreuses fois depuis le début de l'an-née. Un 
as 
lassique d'utilisation de 
e résultat est la � dé
omposition en éléments simples � :on 
her
he trois réels a, b et c tels que ∀x ∈ R, 2x2 + 3x − 3

x3 + x2 − 6x
=

a

x
+

b

x − 2
+

c

x + 3
. Pour 
ela,on part du membre de droite et on réduit tout au même dénominateur : a

x
+

b

x − 2
+

c

x + 3
=

a(x − 2)(x + 3) + bx(x + 3) + cx(x − 2)

x(x − 2)(x + 3)
=

ax2 + ax − 6a + bx2 + 3bx + cx2 − 2cx

x3 + x2 − 6x
=

(a + b + c)x2 + (a + 3b − 2c)x − 6a

x3 + x2 − 6x
. Par identi�
ation des 
oe�
ients sur les deux numérateurs, onobtient les 
onditions a + b + c = 2 ; a + 3b − 2c = 3 et −6a = −3, d'où a =

1

2
, puis b + c =

3

2et 3b − 2c =
5

2
. En multipliant par deux la première équation et en ajoutant à la deuxième, on a

5b =
11

2
, don
 b =

11

10
, puis c = 2 − a − b =

4

10
=

2

5
. Finalement, on 
on
lut que 2x2 + 3x − 3

x3 + x2 − 6x
=

1

2x
+

11

10(x − 2)
+

2

5(x + 3)
.2 Algorithme de HörnerCe paragraphe, de 
ontenu assez original pour un 
ours de mathématiques, est à mettre enrelation ave
 le TD de Pas
al 
onsa
ré à la 
omplexité. Il vise à présenter un algorithme permettantde 
al
uler l'image d'un réel par une fon
tion polyn�miale de façon plus e�
a
e que la méthodenaïve qui est la première à venir à l'esprit.2.1 Algorithme naïfSoient don
 un polyn�me P =

k=n∑

k=0

akX
k, et un réel x. On 
her
he à 
al
uler le plus e�
a
ementpossible la valeur de P (x). La méthode � bête � 
onsiste à 
al
uler toutes les puissan
es de x jusqu'à

xn, puis à multiplier 
haque puissan
e par le 
oe�
ient de P 
orrespondant, et en�n à faire la sommede tous les nombres ainsi obtenus. Cette méthode né
essite d'e�e
tuer 2n multipli
ations (n−1 pourobtenir les puissan
es de x allant de x2 à xn, puis n + 1 pour multiplier 
ha
une des puissan
espar un 
oe�
ient), et n additions. Une implémentation possible en Pas
al, à l'aide de tableaux, estdonnée par le programme suivant :PROGRAM naif ;USES win
rt ;VAR p,q : ARRAY[0..99℄ OF real ; n,i : integer ; a,x : real ;BEGINWriteLn('Quel est le degré de votre polyn�me ?') ;ReadLn(n) ;FOR i := 0 TO n DOBEGINWriteLn('Coe�
ient du terme de degré ',i,' ?') ;ReadLn(p[i℄) ;END ;q[0℄ := 1 ;WriteLn('Quelle est la valeur de x ?') ; 2



ReadLn(x) ;q[1℄ := x ;FOR i := 2 TO n DO q[i℄ := x*q[i-1℄ ;FOR i := 0 TO n DO q[i℄ := p[i℄*q[i℄ ;a := q[0℄ ;FOR i := 1 TO n DO a := a+q[i℄ ;WriteLn('P(',x,')=',a) ;END.2.2 Algorithme de HörnerLa deuxième que nous allons maintenant présenter 
onsiste simplement à faire les 
al
uls dans unordre subtilement di�érent, qui permet d'é
onomiser une partie des multipli
ations. Elle est fondéesur le résultat suivant :Proposition 2. Soit P =

k=n∑

k=0

akX
k un polyn�me et x un réel, alors P (x) = a0 + x(a1 + x(a2 +

x(. . . (an−1 + xan))).Exemple : Soit P (x) = 3x4 −x3 + 5x2 − 4x+ 6. On 
her
he à 
al
uler P (2). La méthode de Hörner
onsiste à partir de la valeur de an, i
i 3 puis, à 
haque étape, de multiplier la valeur pré
édentepar x et d'ajouter le 
oe�
ient qui suit dans l'é
riture de P par puissan
es des
endantes. Ainsi, on
al
ulera i
i su

essivement 3 × 2 − 1 = 5 ; 5 × 2 + 5 = 15 ; 15 × 2 − 4 = 26 ; 26 × 2 + 6 = 58. On en
on
lut que P (2) = 58.Cet algorithme est e�e
tivement plus e�
a
e que l'algorithme naïf puisqu'on e�e
tue seulement nmultipli
ations et n additions (une multipli
ation et une addition à 
haque étape). Il est par ailleursplus fa
ile à programmer en Pas
al, et 
'est l'algorithme utilisé par toutes les ma
hines qui ont besoinde 
al
uler des images par des fon
tions polyn�miales.PROGRAM Horner ;USES win
rt ;VAR p : ARRAY[0..99℄ OF real ; a,x : real ; i,n : integer ;BEGINWriteLn('Quel est le degré de votre polyn�me ?') ;ReadLn(n) ;FOR i := 0 TO n DOBEGINWriteLn('Coe�
ient du terme de degré ',i,' ?') ;ReadLn(p[i℄) ;END ;WriteLn('Quelle est la valeur de x ?') ;ReadLn(x) ;a := p[n℄ ;FOR i := n-1 DOWNTO 0 DO a := a*x+p[i℄ ;WriteLn('P(',x,')=',a) ;END.3 Fa
torisationDé�nition 4. Soient P,Q ∈ R[X]2. On dit que P est divisible par Q (ou que Q divise P ) s'ilexiste un polyn�me R ∈ R[X] tel que P = QR. 3



Théorème 2. Division eu
lidienne sur les polyn�mes.Soient A,B ∈ R[X]2, alors il existe un unique 
ouple de polyn�mes (Q,R) ∈ R[X]2 tels que A =
BQ + R, et d�(R) < d�(B).Dé�nition 5. Le polyn�me Q est appelé quotient de la division eu
lidienne de A par B. Lepolyn�me R est le reste de 
ette même division eu
lidienne.Exemple : Une division eu
lidienne de polyn�mes peut se présenter sous le même forme que ladivision eu
lidienne d'entiers que vous avez apprise à l'é
ole primaire. On 
her
he le terme dominantdu quotient, on le multiplie par le diviseur puis on soustrait le résultat obtenu du dividende, eton re
ommen
e jusqu'à obtenir le terme de degré 0 du quotient. Ainsi, pour e�e
tuer la divisioneu
lidienne de X4 − 3X3 + 5X2 + X − 3 par X2 − 2X + 1, on peut présenter le 
al
ul sous la formesuivante :

X4 − 3X3 + 5X2 + X − 3 X2 − 2X + 1

− (X4 − 2X3 + X2) X2 − X + 2
− X3 + 4X2 + X − 3
− (−X3 + 2X2 − X)

2X2 + 2X − 3
− (2X2 − 4X + 2)

6X − 5Con
lusion : X4 − 3X3 + 5X2 + X − 3 = (X2 − X + 2)(X2 − 2X + 1) + 6X − 5.Dé�nition 6. Soit P ∈ R[X] et x ∈ R. On dit que x est une ra
ine du polyn�me P si P (x) = 0.Proposition 3. Un réel a est ra
ine du polyn�me P si et seulement si X − a divise P .Démonstration. C'est une 
onséquen
e de la division eu
lidienne. Si on e�e
tue la division de P par
X−a, on sait que le reste sera de degré stri
tement inférieur à 
elui de X−a, don
 sera une 
onstante.Autrement dit, ∃k ∈ R, P = Q(X − a) + k. On a don
 P (a) = 0 ⇔ Q(a)(a − a) + k = 0 ⇔ k = 0.Autrement dit, a est une ra
ine de P lorsque le reste de la division de P par X − a est nul, don
quand P est divisible par X − a.Exemple : on a déjà fréquemment utilisé 
ette propriété pour fa
toriser des polyn�mes de degré
3 possédant une ré
ine � évidente �. Soit par exemple P = 2X3 − 3X2 + 5X − 4. On 
onstateque 1 est ra
ine évidente de P : P (1) = 2 − 3 + 5 − 4 = 0, don
 P est fa
torisable par X − 1 :
P = (X − 1)(aX2 + bX + c) = aX3 + (b− a)X2 + (c− b)X − c. Par identi�
ation, on obtient a = 2 ;
b − a = −3 ; c − b = 5 et −c = −4, don
 a = 2 ; b = −1 et c = 4, soit P = (X − 1)(2X2 − X + 4).Ce dernier fa
teur ayant un dis
riminant négatif, P n'admet pas d'autre ra
ine que 1.Dé�nition 7. Soit P un polyn�me et a une ra
ine de P . On dit que a est une ra
ine d'ordre demultipli
ité k ∈ N

∗ si (X − a)k divise P .Proposition 4. Une ra
ine a est d'ordre de multipli
ité k pour P si et seulement si P (a) = P ′(a) =
· · · = P (k−1)(a) = 0.Remarque 3. La notation de dérivée pour un polyn�me réel 
orrespond à la dérivée de la fon
tionpolyn�miale asso
iée. On peut en fait dé�nir formellement le polyn�me dérivé d'un polyn�me sanspasser par une interprétation en terme de fon
tions. On notera également qu'on emploie souvent plussimplement le terme d'ordre ou 
elui de multipli
ité à la pla
e d'ordre de multipli
ité.Exemple : Considérons le polyn�me P = X4−2X3−19X2 +68X−60 et 
onstatons ensemble que 2est une ra
ine double de P . En e�et, on a P (2) = 16−2×8−19×4+68×2−60 = 16−16−76+136−60 =
0 ; de plus, P ′ = 4X3−6X2−38X+68, don
 P ′(2) = 4×8−6×4−38×2+68 = 32−24−76+68 = 0.on peut en déduire, via la proposition pré
édente, que P est fa
torisable par (X − 2)2. E�e
tuonsune petite division eu
lidienne pour obtenir 
ette fa
torisation :4



X4 − 2X3 − 19X2 + 68X − 60 X2 − 4X + 4

− (X4 − 4X3 + 4X2) X2 + 2X − 15
2X3 − 23X2 + 68X − 60

− (2X3 − 8X2 + 8X)
− 15X2 + 60X − 60
− (−15X2 + 60X − 60)

0On a don
 P (X) = (X−2)2(X2+2X−15). Le deuxième fa
teur a pour dis
riminant ∆ = 4+60 = 64,et admet deux ra
ines réelles x1 =
−2 − 8

2
= −5 et x2 =

−2 + 8

2
= 3. On peut don
 fa
toriser Psous la forme P (X) = (X − 2)2(X − 3)(X + 5). On ne risque pas de fa
toriser plus puisqu'il ne resteque des fa
teurs de degré 1. En général, on a le résultat suivant :Théorème 3. Un polyn�me de degré n admet au plus n ra
ines réelles. Plus pré
isément, la sommedes multipli
tés de ses ra
ines est au plus égale à n.4 Représentation graphique de fon
tions polyn�miales4.1 Rappels sur les polyn�mes du se
ond degréLa 
ourbe représentative d'une fon
tion polyn�miale de degré 2, donnée par une équation dutype P (x) = ax2 + bx + c, est une parabole dont la 
on
avité est donnée par le signe de a (
onvexesi a > 0, 
on
ave si a < 0), et de sommet atteint pour x = −

b

2a
. Si b2 − 4ac > 0, la 
ourbe 
oupel'axe des abs
isses en deux points symétriques par rapport au sommet de la parabole. Un exemplede 
ourbe, pour la fon
tion f(x) = x2 − 5x + 6 (sommet atteint pour x =

5

2
) :

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

−14.2 Exemple d'étude de fon
tion polyn�miale de degré 3Une fon
tion f polyn�miale de degré 3 a pour dérivée f ′ une fon
tion polyn�miale de degré 2.L'allure de la 
ourbe représentative de f sera liée au signe du dis
riminant de f ′. Si 
e dis
riminantest positif ou nul, la fon
tion est stri
tement monotone (la seule di�éren
e dans le 
as du dis
riminantnul est qu'on aura une tangente horizontale au point d'in�exion de la 
ourbe), ressemblant à 
elle dela fon
tion 
ube. Si le dis
riminant est négatif, la fon
tion 
hangera deux fois de sens de variation,et admettra a

essoirement un unique point d'in�exion situé exa
tement entre ses deux extrema.Prenons ainsi f(x) = x3 − 6x2 +9x− 7. On a f ′(x) = 3x2 − 12x+9 = 3(x2 − 4x+3). Ce trin�mea pour dis
riminant ∆ = 16 − 12 = 4 et admet deux ra
ines x1 =
4 − 2

2
= 1 et x2 =

4 + 2

2
= 3.5



On peut s'amuser à véri�er que la dérivée se
onde f ′′(x) = 6x − 12 s'annule pour x = 2, don
 entreles deux ra
ines de f ′ 
omme prévu (on peut également 
al
uler f ′(2) = −3 pour tra
er la tangente
orrespondante sur la 
ourbe). De plus, f(1) = −3 et f(3) = 27 − 54 + 27 − 7 = −7, d'où le tableaude variations suivant :
x −∞ 1 3 +∞

f(x)

−∞

�*��

−3
HHHj

−7

��
�

�

+∞

Et la petite 
ourbe qui va ave
 :
0 1 2 3 4 5−1

0
1

2

−1

−2

−3

−4

−5

−6

−7

−8

−9

−10

−11

−124.3 Exemple d'étude de fon
tion polyn�miale de degré 4On peut assez aisément généraliser les résultats du paragraphe pré
édent en utilisant la bornesur le nombre de ra
ines d'un polyn�me en fon
tion de son degré :Proposition 5. Une fon
tion polyn�miale de degré n 
hange de variations au plus n − 1 fois. Elleadmet au plus n − 2 points d'in�exion.Il est par 
ontre di�
ile en général d'étudier des fon
tions polyn�miales de degré supérieur ouégal à 4 puisque l'étude du signe de la dérivée ne sera pas faisable de façon exa
te en général. Donnonstout de même un dernier exemple où la dérivée a le bon goût d'admettre une ra
ine évidente : soit
f(x) =

x4

2
− 2x3 −x2 + 6x+ 1. La dérivée de f est f ′(x) = 2x3 − 6x2 − 2x+ 6 = 2(x3 − 3x2 −x+ 3).Cette dérivée a pour ra
ine évidente 1, on peut don
 é
rire f ′(x) = 2(x − 1)(ax2 + bx + c) =

2(ax3 + (b − a)x2 + (c − b)x − c). Par identi�
ation, on obtient a = 1 ; b − a = −3 ; c − b = −1et −c = 3, don
 a = 1 ; b = −2 et c = −3. On a don
 f ′(x) = 2(x − 1)(x2 − 2x − 3). Ce dernierfa
teur a pour dis
riminant ∆ = 4 + 12 = 16, et a pour ra
ines x1 =
2 − 4

2
= −1 et x2 =

2 + 4

2
= 3.Finalement, f ′(x) = 2(x−1)(x+1)(x−3). Comme f(1) =

9

2
; f(−1) = −

7

2
et f(3) = −

7

2
, on obtientle tableau de variations suivant : 6



x −∞ −1 1 3 +∞

f(x)

+∞

@
@

@R
−

7

2

�*��

9

2HHHj
−

7

2

��
�

�

+∞

Ave
 un peu de 
ourage, on peut re
her
her les points d'in�exion : f ′′(x) = 6x2 − 12x − 2 =
2(3x2 − 6x − 1). Ce trin�me a pour dis
riminant ∆ = 36 + 12 = 48 et admet don
 deux ra
inespas su�samment simples pour qu'on aie envie de pousser les 
al
uls plus loin. I
i, les deux pointsd'in�exion seront symétriques par rapport au minimum de la 
ourbe, mais en général 
e ne sera pasle 
as pour une fon
tion de degré 4. Pour terminer, voi
i la 
ourbe :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4

0
1

2

3

4

5

6

−1

−2

−3

−4
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