
Limites, ontinuitéECE3 Lyée Carnot13 novembre 20091 Limites1.1 Dé�nitionsDé�nition 1. Soit f une fontion dé�nie sur un intervalle du type [a; +∞[, et l ∈ R. La fontion fadmet pour limite l quand x tend vers +∞ si ∀ε > 0, ∃M ∈ R, x > M ⇒ |f(x) − l| 6 ε. On notealors lim
x→+∞

f(x) = l.Remarque 1. Cette dé�nition est très similaire à elle de la limite d'une suite. De même, f admetpour limite l quand x tend vers −∞ si ∀ε > 0, ∃M ∈ R, x 6 M ⇒ |f(x) − l| 6 ε.Exemple : Montrons à l'aide de ette dé�nition que la fontion inverse onverge vers 0 en +∞. Soit
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6 ε.Exemple :Montrons à l'aide de ette dé�nition que lim
x→+∞
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6 ε. Comme on s'intéresse à la limite en +∞, on va se plaersur ]5;+∞[, intervalle sur lequel l'expression dans la valeur absolue est positive. On obtient don
13
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6 ε ⇔ x−5 >

13

ε
⇔ x >

13

ε
+5. En prenant M =

13

ε
+5, on a bien x > M ⇒ |f(x)−2| 6 ε.Dé�nition 2. Soit f une fontion dé�nie sur un intervalle du type [a; +∞[. La fontion f admetpour limite +∞ quand x tend vers +∞ si ∀M ∈ R, ∃A ∈ R, x > A ⇒ f(x) > M . On note alors

lim
x→+∞

f(x) = +∞.Remarque 2. On dé�nit de même une limite égale à −∞, ou des limites in�nies quand x tend vers
−∞. Par exemple, lim

x→−∞
f(x) = +∞ ⇔ ∀M ∈ R, ∃A ∈ R, x 6 A ⇒ f(x) > M .Exemple : Montrons à l'aide de ette dé�nition que lim

x→+∞

√
x = +∞. Soit M ∈ R. Si M < 0, onaura toujours √

x > M , don on peut oublier e as. Sinon, √x > M ⇔ x > M2. On peut donprendre A = M2 et la dé�nition de la limite in�nie est don véri�ée.Dé�nition 3. Soit f une fontion dé�nie sur un intervalle I, a ∈ I et l ∈ R, alors la fontion fadmet pour limite l quand x tend vers a si ∀ε > 0, ∃η > 0, |x − a| 6 η ⇒ |f(x) − f(a)| 6 ε. On lenote lim
x→a

f(x) = l.Remarque 3. Si on y regarde de plus près, ette dé�nition ne fait que retransrire formellement lanotion intuitive de limite : on peut se rapproher autant que possible de l quitte à se rapprohersu�samment de a.Exemple : Prouvons à l'aide de ette dé�nition que lim
x→1

x2 = 1. Soit ε > 0, on herhe une valeurde η telle que |x − 1| 6 η ⇒ |x2 − 1| < ε. Or, |x2 − 1| = |x − 1| × |x + 1| et, si x ∈ [1 − η; 1 + η], ona |x + 1| 6 2 + η, don |x2 − 1| 6 η(2 + η) 6 3η en prenant η 6 1, e qu'on peut toujours supposerpuisqu'on ne herhe qu'une valeur qui fontionne. Il su�t alors de poser η =
ε

3
pour satisfaire à ladé�nition d'une limite �nie. 1



Dé�nition 4. On dit que f admet l pour limite à gauhe en a si ∀ε > 0, ∃η > 0, x ∈ [a − η; a[⇒
|f(x)− l| 6 ε. On le note lim

x→a−

f(x) = l. De même, on peut dé�nir une limite à droite en a égale à l.Exemple : La fontion partie entière admet en haque entier une limite à gauhe et une limite àdroite di�érentes. Par exemple, lim
x→2−

Ent(x) = 1 et lim
x→2+

Ent(x) = 2.Dé�nition 5. Soit f une fontion dé�nie sur un intervalle I\{a}. La fontion f admet pour limite
+∞ quand x tend vers a si ∀M ∈ R, ∃η > 0, 0 < |x − a| < η ⇒ f(x) > M .Remarque 4. La présene de l'inégalité 0 < |x − a| est néessaire puisque la fontion, dans le as oùelle serait dé�nie en a, ne pourrait y admettre un limite in�nie. On dé�nit de même une limite égaleà −∞ en a en hangeant le sens de la dernière inégalité. On peut prolonger la notion de limite àgauhe et à droite au as de limites in�nies.1.2 Opérations et limitesLes résultats étant exatement les mêmes que eux déjà vus dans le as des suites. Le fait que lalimite soit prise en +∞, en −∞ ou en a ne hange absolument rien aux ontenus des tableaux, quenous ne reproduirons don pas ii.Exemple : On herhe la limite de f(x) =

x2 + 3

x − 1
quand x tend vers 1. Comme lim

x→1
x2 + 3 = 4 et

x
x→1

− 1 = 0+, lim
x→1

f(x) = +∞.Remarque 5. Le signe étant partiulièrement important lors du alul de e genre de limites, on aurasouvent besoin de reourir à des tableaux de signe pour déterminer par exemple si un dénominateura pour limite 0+ ou 0−.1.3 Asymptotes, branhes in�niesPar dé�nition, une asymptote est une droite dont la ourbe représentative d'une fontion serapprohe � à l'in�ni � (éventuellement en la oupant, ontrairement à une royane très répandue).Il en existe de trois types, auxquelles nous allons ajouter la notion de branhe in�nie.Dé�nition 6. La ourbe représentative d'une fontion f admet pour asymptote vertiale la droited'équation x = a si lim
x→a−

f(x) = ±∞ ou lim
x→a+

f(x) = −∞.Remarque 6. Cela suppose que la fontion f n'est pas dé�nie en a (as le plus fréquent), ou y admetune disontinuité violente.Exemple : La ourbe de la fontion f(x) =
2x − 1

x2 − 4
admet les deux droites d'équation x = 2 et

x = −2 omme asymptotes vertiales.Dé�nition 7. La ourbe représentative d'une fontion f admet pour asymptote horizontale ladroite d'équation y = a si lim
x→+∞

f(x) = a ou si lim
x→−∞

f(x) = a.Exemple : La ourbe de la fontion f(x) =
x2 + 1

x2 − 5
admet la droite d'équation y = 1 ommeasymptote horizontale en +∞ et en −∞.Dé�nition 8. La ourbe représentative d'une fontion f admet omme asymptote oblique ladroite d'équation y = ax+b (ave a 6= 0) si lim

x→+∞
(f(x)−(ax+b)) = 0 ou lim

x→−∞
(f(x)−(ax+b)) = 0.Une autre façon de voir les hoses est de dire que f(x) = ax + b + ε(x), ave lim

x→±∞
ε(x) = 0.Exemple : La ourbe de la fontion f(x) =

x2 − 1

x + 2
a pour asymptote oblique la droite d'équation

y = x − 2 en +∞ et en −∞ (voir plus loin pour le détail d'un alul du même genre).2



Dé�nition 9. La ourbe représentative d'une fontion f admet en +∞ une branhe paraboliquede diretion (Ox) si lim
x→+∞

f(x) = ±∞, mais lim
x→+∞

f(x)

x
= 0 (on a une dé�nition similaire en −∞).Exemples : Les fontion x 7→ √

x ou x 7→ ln x admettent une branhe parabolique de diretion
(Ox).Dé�nition 10. La ourbe représentative d'une fontion f admet en +∞ une branhe paraboliquede diretion (Oy) si lim

x→+∞
f(x) = ±∞, et lim

x→+∞

f(x)

x
= ±∞ (on a une dé�nition similaire en −∞).Exemple : La fontion x 7→ x2 admet une branhe parabolique de diretion (Oy) (d'où le nom debranhe parabolique, d'ailleurs), ainsi que la fontion x 7→ ex en +∞.Dé�nition 11. La ourbe représentative d'une fontion f admet en +∞ une branhe paraboliquede diretion la droite d'équation y = ax (a 6= 0) si lim

x→+∞
f(x) = ±∞ et lim

x→+∞

f(x)

x
= a, mais

lim
x→+∞

(f(x) − ax) = ±∞ (on a une dé�nition similaire en −∞).Remarque 7. Comme dans le as des autres branhes paraboliques, ela signi�e que la ourbe a unediretion qui se rapprohe de elle de la droite onsidérée, mais tout en s'éloignant de toute droiteparallèle à elle-i (sinon il y aurait une asymptote oblique).Exemple : La fontion f(x) = x + ln x a une branhe parabolique de diretion la droite d'équation
y = x en +∞.Plan d'étude des branhes in�nies :Quand on herhe à étudier les branhes in�nies d'une fontion, on proède dans l'ordre suivant :

• On alule la limite de f . Si elle est �nie, on a une asymptote horizontale, si elle est in�nie onontinue.
• On alule la limite de f(x)

x
. Si elle est nulle ou in�nie, on a une branhe parabolique dediretion (Ox) ou (Oy). S'il y a une limite �nie non nulle a, on ontinue.

• On alule la limite de f(x) − ax. Soit elle est �nie égale à b et on a une asymptote obliqued'équation y = ax+b, soit elle est in�nie, et il y a une branhe parabolique de diretion y = ax.Étude des branhes in�nies de f(x) =
2x4 − 5x3 + 4x + 7

x3 − 2x2 + 2x − 1
:Commençons par déterminer le domaine de dé�nition : x3 − 2x2 + 2x− 1 a pour raine évidente

x = 1, et se fatorise en (x− 1)(x2 − x + 1) (je vous passe les détails de la fatorisation). Le trinome
x2 − x + 1 a pour disriminant ∆ = −3, il ne s'annule don jamais (il est toujours positif). On adon Df = R\{1}.Pour déterminer l'existene d'une éventuelle asymptote vertiale, inutile de se fatiguer et depréiser les signes : lim

x→1
x3 − 2x2 + 2x − 1 = 0 et lim

x→1
2x4 − 5x3 + 4x + 7 = 8, don lim

x→1
f(x) = ±∞,e qui nous su�t à onnaitre l'existene d'une symptote vertiale d'équation x = 1.De plus, f(x) ∼

±∞

2x4

x3
= 2x (la dé�nition des équivalents, utilisés ii pour ne pas surharger lesaluls, est donnée un peu plus loin dans le ours), don lim

x→±∞
f(x) = ±∞. De même, f(x)

x
∼
±∞

2,don lim
x→±∞

f(x)

x
= 2. Reste à aluler f(x) − 2x =

2x4 − 5x3 + 4x + 7 − 2x4 + 4x3 − 4x2 + 2x

x3 − 2x2 + 2x − 1
=

−x3 − 4x2 + 6x + 7

x3 − 2x2 + 2x − 1
, qui a pour limite −1 en ±∞ (même méthode qu'au-dessus). Conlusion : ladroite d'équation y = 2x − 1 est asymptote oblique à la ourbe représentative de f en +∞ et en

−∞.Voii l'allure de la ourbe : 3
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x2 + 1Le dénominateur ne s'annulant jamais, g est dé�nie sur R
∗ (il faut tout de même avoir |x| > 0).Quand x tend vers 0, numérateur et dénominateur onvergent vers 1, puisque lim

x→0
x ln |x| = 0, donil n'y a pas d'asymptote vertiale.Comme on a par ailleurs, en utilisant roissanes omparées et équivalents, f

x→+∞

(x) ∼
+∞

ex

x2
, ona lim

x→+∞
f(x) = +∞, et lim

x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

ex

x3
= +∞. Il y a don en +∞ une branhe paraboliquede diretion (Oy). En −∞, 'est bien sûr di�érent, l'exponentielle tendant vers 0. On a ette fois

f(x) ∼
−∞

x ln(−x)

x2
=

ln(−x)

x
, qui tend vers 0 par roissane omparée. Il y a don une asymptotehorizontale d'équation y = 0 en −∞.L'allure de la ourbe :
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1.4 Propriétés supplémentairesComme dans le as des suites, on a des propriétés intéressantes à partir de omparaisons entrefontions :Proposition 1. Soit I un intervalle f , g et h trois fontions dé�nies sur I, f et g admettant pourlimites l et l′ en x0 (x0 étant un élément de I, une borne de I, ou un in�) , alors :
• si ∀x ∈ I, f(x) 6 g(x), l 6 l′.
• si ∀x ∈ I, f(x) 6 h(x) 6 g(x) et l = l′, alors h admet pour limite l en x0 (théorème desgendarmes).Ces résultats restent valables ave des limites in�nies.Exemple : On herhe la limite en +∞ de f(x) =

2Ent(x) + 5

Ent(x) − 2
. Partons du fait que ∀x ∈ R,

x 6 Ent(x) 6 x + 1. On a don 2x + 5 6 2Ent(x) + 5 6 2x + 7, et x − 2 6 Ent(x) − 2 6 x − 1,don ∀x > 2 (dans e as, tout est positif), 1

x − 1
6

1

Ent(x) − 2
6

1

x − 2
, et en faisant le produitdes inagalités (tout est positif si x > 2), on a 2x + 5

x − 1
6

2Ent(x) + 5

Ent(x) − 2
6

2x + 7

x − 2
. Chaun des deuxtermes enadrant la fontion ayant pour limite 2, on a lim

x→+∞
f(x) = 2.Proposition 2. Soit f et g deux fontions telles que lim

x→a
f(x) = b et g

x→b

(x) = l, alors g ◦ f
x→a

(x) = l(résultat également valable ave des limites in�nies).1.5 Limites lassiquesCes résultats (roissane omparée notamment) ont été donnés en début d'année lors du premierhapitre sur les fontions. Nous ne herherons pas à les démontrer rigoureusement.1.6 Négligeabilité, équivaleneLes notions de négligeabilité et d'équivalene pour les fontions sont très prohes de e qu'on apu voir sur les suites. La di�érene est que, pour une fontion, il est indispensable de préiser à quelendroit l'équivalene ou la négligeabilité est valable. Un équivalent valable quand x tend vers +∞ne l'est en général pas quand x tend vers 0.Dé�nition 12. Soient f et g deux fontions dé�nies et ne s'annulant pas au voisinage de a (quipeut être égal à +∞ ou à −∞), alors f et g sont équivalentes en a si lim
x→a

f(x)

g(x)
= 1, e que l'onnote f(x) ∼

a
g(x). La fontion f est négligeable devant la fontion g si lim

x→a

f(x)

g(x)
= 0, e qu'on note

f(x) =
a

o(g(x)).Exemples : On peut réinterpréter les limites lassiques en termes d'équivalents et de négligeabilité :par exemple, ∀a > 0, xa =
+∞

o(ex), ou ln(1 + x) ∼
0

x.Les propriétés et utilisations habituelles des équivalents sont les mêmes que pour les suites :
• Deux fontion équivalentes en a y ont le même omportement (et notamment y admettent lamême limite quand elle en ont une) d'où l'intérêt des équivalents pour les aluls de limites etde branhes in�nies.
• On peut multiplier, diviser, inverser, élever à une puissane quelonque (mais onstante) unéquivalent.
• On ne peut toujours pas additionner ni omposer des équivalents en général.
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2 Continuité2.1 Dé�nitionsDé�nition 13. Une fontion f dé�nie sur I est ontinue en a ∈ I si lim
x∈a

f(x) = f(a).Dé�nition 14. La fontion f est ontinue à gauhe en a si lim
x→a−

f(x) = f(a), et ontinue àdroite en a si lim
x→a+

f(x) = f(a). Elle est ontinue en a si et seulement si elle est ontinue à gauheet à droite en a.Exemple : On a lim
x→2−

Ent(x) = 1 et lim
x→2+

Ent(x) = 2. La fontion partie entière n'est don pasontinue en 2, elle n'y est ontinue qu'à droite.Dé�nition 15. Une fontion f est ontinue sur un intervalle I si elle est ontinue en tout pointde I.Théorème 1. Les fontions usuelles suivantes : polynomes, logarithmes, exponentielles, puissanes,valeur absolue sont ontinues sur leur ensemble de dé�nition.Proposition 3. Soient f et g deux fontion ontinues en a, alors les fontions f + g et fg sont aussiontinues en a. Si de plus g(a) 6= 0, 1

g
et f

g
sont ontinues en a.Démonstration. C'est une onséquene immédiate des propriétés d'opérations sur les limites. Demême pour la propriété qui suit, qui déoule des ompositions de limites.Proposition 4. Soit f une fontion ontinue en a et g une fontion ontinue en f(a) alors g ◦ f estontinue en a.Remarque 8. Ces résultats restent bien entendu vrais sur un intervalle. On dira souvent sans plus dedétail qu'une fontion obtenue par es opérations à partir de fontions usuelles est ontinue sur sonensemble de dé�nition � par théorèmes généraux �.Proposition 5. Soit f une fontion dé�nie sur I\{a} admettant une limite �nie l quand x tend vers

a, alors on peut prolonger f de manière unique en une fontion ontinue sur I en posant f(a) = l(on garde habituellement la même notation pour la fontion prolongée). On parle de prolongementpar ontinuité de f en a.Exemple : La fontion f : 2x 7→ x ln x est dé�nie sur R
∗
+ mais prolongeable par ontinuité à R+ enposant f(0) = 0.2.2 Théorème des valeurs intermédiaires et appliationsThéorème 2. Soit f une fontion ontinue sur un segment [a; b] et c ompris entre f(a) et f(b),alors il existe x ∈ [a; b] tel quel f(x) = c.Corollaire 1. Soit f une fontion ontinue sur un segment [a; b], alors f([a; b]) est un segment. Ennotant m = min

[a;b]
f(x) la plus petite valeur prise par f sur [a; b] et M = max

[a;b]
f(x) la plus grande valeurprise par f sur [a; b], on a don f([a; b]) = [m;M ].Remarque 9. Attention, l'hypothèse de ontinuité est indispensable (par exemple, Ent([0; 5]) =

{0; 1; 2; 3; 4; 5}, seules les valeurs entières sont prises par la fontion), et le fait qu'on soit sur unsegment également. La fontion inverse a beau être ontinue sur R
∗
+, elle n'y a ni maximum, niminimum. De plus, il faut se mé�er du fait qu'en général f([a; b]) 6= [f(a), f(b)]. Par exemple, si fest la fontion arré, f([−2; 3]) = [0; 9]. 6



Démonstration. On ne fera pas ette démonstration un peu tehnique, qui utilise d'ailleurs un peuplus que le simple théorème des valeurs intermédiaires.Corollaire 2. Soit f une fontion ontinue sur un intervalle I, alors f(I) est un intervalle.Remarque 10. La nature de l'intervalle image n'est pas toujours la même que elle de l'intervalle dedépart. Ainsi, si f est la fontion arré, f(] − 2; 3[) = [0; 9[.Méthode de dihotomieProposition 6. Soit f une fontion ontinue sur un segment [a; b], telle que f(a)f(b) < 0 (autrementdit, f(a) et f(b) sont de signe opposé). On onstruit deux suites réurrentes (an) et (bn) en posant
a0 = a et b0 = b puis en proédant ainsi : ∀n ∈ N, si f(an)f

(

an + bn

2

)

< 0, on pose an+1 = an et
bn+1 =

an + bn

2
; dans le as ontraire on pose an+1 =

an + bn

2
et bn+1 = bn. Les deux suites (an)et (bn) sont alors adjaentes, et elles onvergent vers une limite ommune α véri�ant f(α) = 0. Deplus, on a ∀n ∈ N, bn − an =

b − a

2n
, e qui majore l'erreur ommise en approhant α par an ou bn.Démonstration. Commençons par prouver par réurrene la propriété Pn : an 6 bn et bn − an =

b − a

2n
. Pour n = 0, on a a0 = a 6 b0 = b et b0 − a0 = b − a, don P0 est vraie. Supposons

Pn vraie, on a alors deux as possibles pour la dé�nition de an+1 et bn+1. Dans le premier, on a
bn+1 − an+1 =

an + bn

2
− an =

bn − an

2
=

1

2

b − a

2n
par hypothèse de réurrene don bn+1 − an+1 =

b − a

2n+1
. Comme a 6 b, on a prouvé par la même oasion que an+1 6 bn+1. Dans le deuxième as,

bn+1 − an+1 = bn − an + bn

2
=

bn − an

2
et on onlut de la même façon. La propriété est don vraiepour tout entier par prinipe de réurrene.La suite bn − an étant géométrique de raison 1

2
, elle onverge vers 0. De plus, (an) est une suiteroissante (en e�et, soit an+1 = an, soit an+1 − an =

an + bn

2
− an =

bn − an

2
> 0), et (bn) estdéroissante (soit bn+1 = bn, soit bn+1 − bn =

an + bn

2
− bn =

an − bn

2
> 0). Finalement, les deuxsuites sont adjaentes et onvergent vers une même limite α.Reste à prouver que f(α) = 0, e que nous ne ferons pas omplètement : on prouve que ∀n ∈ N,

f(an) est du signe de f(a) (la onstrution est faite pour ela) et f(bn) du signe de f(b) (une petiteréurrene supplémentaire pour es propriétés), don f(an) et f(bn) sont toujours de signe ontraire.Or, es deux suites onvergent vers f(α) ar f est ontinue. Le réel f(α) doit don être à la foispositif et négatif, il est néessairement nul.Exemple d'utilisation : On herhe à étudier les variations de la fontion f(x) = x4 +4x2 +4x−5.Cette fontion est ontinue et dérivable sur R, de dérivée f ′(x) = 4x3 + 8x + 4x = 4g(x), ave
g(x) = x3 + 2x + 1. Cette fontion g est elle-même dérivable et g′(x) = 3x2 + 2 > 0. La fontion gest stritement roissante, elle s'annule en un unique réel α, et f est don déroissante sur ]−∞;α]et roissante sur [α; +∞[.On aimerait déterminer une valeur approhée de α. Ayons pour ela reours à la dihotomie, maisil faut ommener par trouver un premier enadrement de α. On onstate que g(0) = 1 et g(−1) = −2,don la raine de g se trouve dans l'intervalle [−1; 0]. On alule ensuite g(−0.5), qui se trouve êtrenégatif, don α ∈ [−0.5; 0]. Puis on alule g(0.25), qui est positif, don g(α) ∈ [−0.5;−0.25]. Onsait don déjà que α ≃ −0.375, à 0.125 près. On aura naturellement reours à la alulatrie ouà l'ordinateur pour e�etuer e genre d'algorithmes de façon plus poussée. Remarquons que pourobtenir une valeur approhée à ε > 0 près, il su�t de hoisir n tel que b − a

2n
< ε.7



2.3 Compléments sur les bijetionsProposition 7. Soit f une fontion ontinue et stritement monotone sur un intervalle I. Alors fest bijetive de I vers J = f(I) et sa réiproque g est ontinue et stritement monotone (de mêmemonotonie que f) sur J .Démonstration. Supposons f roissante (l'autre as est très similaire). On sait déjà que f(I) estun intervalle, et de plus f est injetive ar stritement monotone, don bijetive sur son image. Lafontion g est don bien dé�nie sur J . De plus, si y et y′ sont deux élément de J tels que y < y′, on a
y = f(x) et y′ = f(x′), ave x < x′, don g(y) = x < x′ = g(y′) et g est stritement roissante. En�n,soit y ∈ J , x = g(y) et ε > 0 (et tel que [x − ε;x + ε] ⊂ I, sinon il n'y a pas de problème). Notons
y1 = g(x− ε), y2 = f(x+ ε). Posons η = min(y− y1; y2 − y). On a alors [y− η; y + η] ⊂ [y1; y2], donpar roissane de g, g([y − η; y + η]) ⊂ [x − ε;x + ε]. Cei prouve la ontinuité de g en y.Exemple : Considérons la fontion dé�nie sur R

∗
+ par f(x) = ln x + 3x + ex. Cette fontionest ontinue et stritement roissante ('est une somme de fontions roissantes), don bijetivevers f(R∗

+) = R. Sa fontion réiproque g est ontinue et stritement roissante sur R, et véri�e
lim

x→−∞
g(x) = 0+ et lim

x→+∞
g(x) = +∞.Appliation : On dé�nit la suite (xn) de la façon suivante : ∀n > 3, xn est la plus petite solutionde l'équation ex = nx. Cette dé�nition est orrete ar la fontion fn : x 7→ ex − nx est ontinuedérivable sur R+, de dérivée f ′

n(x) = ex − n, don admet un minimum global en lnn, de valeur
eln n − n lnn = n(1 − lnn) < 0 pour n > 3. L'équation admet don une solution xn 6 ln n (etaessoirement une deuxième solution supérieure à ln n).Pour prouver par exemple que ∀n > 3, un > 0, on onstate que fn(0) = e0 − n × 0 = 1 > 0. Or,par dé�nition, fn(un) = 0 < fn(0). En utilisant le théorème de la bijetion (et en fait la partie de laonlusion qui stipule que f−1

n , qui est dé�nie sur [n(1 − ln n);+∞[, à valeurs dans [−∞; ln n[, estde même monotonie que fn), on peut en déduire que un > 0.On peut prouver de même que la suite (un) est déroissante : fn+1(un) = eun − (n + 1)un =
eun − nun − un = −nun < 0 (on a utilisé le fait que fn(un) = 0, et que un > 0). On a don
fn+1(un) < fn+1(un+1), d'où un > un+1 ('est enore la déroissane de la réiproque qui estutilisée).Pour onlure e hapitre, un petit tableau réapitulatif des méthodes utilisées pour étudier lessuites impliites (du type de elle étudiée i-dessus) et les suites réurrentes, que nous roiseronsabondamment lors du hapitre onsaré à la dérivation, et qu'il ne faut surtout pas onfondre aveles préédentes. Suites impliites Suites réurrentesDé�nition fn(un) = 0 ou f(un) = n un+1 = f(un)Majoration/ On alule fn(m) ou fn(M) On herhe un intervalleminoration et on utilise la monotonie de fn. stable par la fontion f .Monotonie Signe de fn+1(un) Signe de f(x) − xLimite On repart de fn(un) = 0 et On résout f(l) = l.on essaye de passer à la limite.
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