
Feuille d'exer
i
es n�20 : 
orrigéECE3 Ly
ée Carnot11 mars 2010Exer
i
e 1 (*)Le gain du joueur peut être de 1, 2, 3 ou −1 euro. On a don
 X(Ω) = {−1; 1; 2; 3}. notons parailleurs que |Ω| = 63 = 216 (on lan
e trois dés à 6 fa
es). Il ne reste plus qu'à 
al
uler la probabilitéde sortir un nombre de 6 donné pour obtenir la loi de X. Pour obtenir trois 6, il n'y a qu'un tiragepossible, soit une probabilité de 1

216
. Pour deux 6, on a le 
hoix du dé qui ne donnera pas un 6(trois possibilités), ainsi que du 
hi�re obtenu sur 
e dé (
inq possibilités), soit une probabilité de

3 × 5

216
=

15

216
. De même, pour un 6, trois 
hoix pour le dé qui donne 6, et 
inq 
hoix pour le résultatde 
ha
un des deux dés restants, soit une probabilité de 3 × 52

216
=

75

216
. En�n, si on n'obtient pas de

6, on a 
inq 
hoix pour 
haque dé, soit une probabilité de 53

216
=

125

216
. On véri�e que la somme de
es probabilités est bien égale à 1, et on a don
 la loi suivante :

k −1 1 2 3

P (X = k) 125

216

75

216

15

216

1

216Le reste est du pur 
al
ul : E(X) =
−1 × 125 + 1 × 75 + 2 × 15 + 3 × 1

216
= −

17

216
≃ 0.08. On perdradon
 en moyenne huit 
entimes d'euros par partie. Ensuite, E(X2) =

1 × 125 + 1 × 75 + 4 × 15 + 9 × 1

216
=

269

216
, don
 V (X) = E(X2) − E(X)2 =

269

216
−

(

17

216

)2

=
69 920

46 656
=

2 185

1 458
≃ 1.5 (soit σ ≃ 1.22).Exer
i
e 2 (**)On a bien évidemment X(Ω) = {1; 2; 3; 4; 5; 6} (quand on lan
e simultanément quatre dés, il esttout à fait possible que le plus grand 
hi�re obtenu soit 1 puisque les répétitions sont possibles).Notons également que |Ω| = 64 = 1 296. Plut�t que de 
al
uler dire
tement la loi de X, il estbeau
oup plus simple i
i de 
al
uler la probabilité des évènement Ai : � Le plus grand 
hi�re obtenuest inférieur ou égal à i �. En e�et, 
ela revient à dire que 
ha
un des quatre dés a donné unrésultat inférieur ou égal à i, ou en
ore qu'on a i possibilités pour 
haque dé. Ainsi, P (A6) =

64

64
= 1 ; P (A5) =

54

64
=

625

1 296
; P (A4) =

44

64
=

256

1 296
; P (A3) =

81

1 296
; P (A2) =

16

1 296
et en�n

P (A1) =
1

1 296
. Ensuite, remarquons que l'évènement X = i 
orrespond à avoir Ai réalisé (si lemaximum vaut i, il est 
ertainement inférieur ou égal à i), mais pas Ai−1 (sinon, le maximumsera stri
tement inférieur à i). Chaque évènement Ai−1 étant in
lus dans Ai, on en déduit que

P (X = 6) = P (A6)−P (A5) =
1 296 − 625

1 296
=

671

1 296
, P (X = 5) = P (A5)−P (A4) =

369

1 296
et
. Soitla loi suivante : 1



k 1 2 3 4 5 6

P (X = k) 1

1 296

15

1 296

65

1 296

175

1 296

369

1 296

671

1 296On a don
 E(X) =
1 + 30 + 195 + 700 + 1 845 + 4 026

1 296
=

6 797

1 296
≃ 5.24 ; puis E(X2) =

1 + 60 + 585 + 2 800 + 9 225 + 24 156

1 296
=

36 827

1 296
, et V (X) = E(X2)−E(X)2 ≃ 0.91 (soit σ ≃ 0.95).Évidemment, tra
er la 
ourbe de la fon
tion de répartition n'est pas extrêmement aisé quand onn'a pas de quoi dé
ouper son é
helle en 1 296 de façon pré
ise. Ce qui est intéressant i
i, 
'est queles sauts apparaissant sur 
ette 
ourbe sont exa
tement les valeurs des probabilités des évènements

Ai 
al
ulées un peu plus haut. On verra dans un 
hapitre ultérieur que, pour 
al
uler la loi d'unmaximum, 
omme i
i, il est souvent e�
a
e de passer par la fon
tion de répartition. Voi
i tout demême la 
ourbe :

0 1 2 3 4 5 6

0

1

Exer
i
e 3 (**)C'est un exer
i
e très bête et mé
hant. Commençons don
 par la variable X. Elle peut prendreles valeurs entières 
omprises entre 1 et 5 (après 
inq tirages, il ne reste plus que deux boulesdans l'urne, don
 il ne peut pas rester plus de deux 
ouleurs !). On aura X = 1 uniquement si ontire la boule rouge au premier tirage, soit P (X = 1) =
1

7
. On a ensuite X = 2 dans deux 
as :tirage des deux boules jaunes aux deux premiers tirages (dans un ordre ou dans l'autre), ou tiraged'une boule autre que la rouge au premier tirage, et de la rouge au deuxième, soit P (X = 2) =

2

7 × 6
+

6

7
×

1

6
=

1

21
+

1

7
=

4

21
. Pour X = 3, on a les tirages possibles suivants : V V R, V JR,

JV R, JV J , V JJ (i
i, faire un arbre 
ommen
e à devenir intéressant), soit une probailité totalede 4 × 3 + 4 × 2 + 2 × 4 + 2 × 4 + 4 × 2

7 × 6 × 5
=

44

210
=

22

105
. Pour X = 4, on a les possibilités V V V R,

V V JR, V JV R, JV V R, V V JJ , V JV J , JV V J et V V V V , 
e qui donne une probabilité P (X =

4) =
4 × 3 × 2 + 4 × 3 × 2 + 4 × 2 × 3 + 2 × 4 × 3 + 4 × 3 × 2 + 4 × 2 × 3 + 2 × 4 × 3 + 4 × 3 × 2

7 × 6 × 5 × 4

=
8 × 24

7 × 6 × 5 × 4
=

8

35
. En�n, pour avoir X = 5, il faut né
essairement tirer trois vertes et une jaunelors des quatre premiers tirages (sinon, on aura épuisé une des trois 
ouleurs avant le 
inquièmetirage), 
e qui laisse 4× 3× 2× 2× 4 possibilités (le deuxième 4 étant pour le 
hoix de la position dela boule jaune), puis on tire n'importe laquelle des trois boules restantes au 
inquième tirage, soit

P (X = 5) =
4 × 3 × 2 × 2 × 4 × 3

7 × 6 × 5 × 4 × 3
=

8

35
. On a don
 �nalement la loi suivante :

k 1 2 3 4 5

P (X = k) 1

7

4

21

22

105

8

35

8

352



On 
al
ule maintenant sans di�
ulté E(X) =
1

7
+

8

21
+

66

105
+

32

35
+

40

35
=

337

105
≃ 3.21 ; puis

E(X2) =
1

7
+

16

21
+

198

105
+

128

35
+

200

35
=

1 277

105
, et E(X2) − E(X)2 ≃ 1.86 (soit σ ≃ 1.36).Pour la variable Y , les 
al
uls sont assez similaires. Elle peut prendre les valeurs 3, 4, 5 et 6(il faut au moins tirer trois boules pour épuiser deux 
ouleurs, et au bout de six tirages il ne peutrester qu'une 
ouleur dans l'urne). On aura Y = 3 si on tire les deux rouges et la jaune lors des troispremiers tirages (peu importe l'ordre), soit P (Y = 3) =

3!

7 × 6 × 5
=

1

35
. Ensuite Y = 4 si on tiredeux jaunes et une verte lors des trois premiers tirages, puis la rouge au quatrième (peu importel'ordre pour les trois premiers tirages, mais on a le 
hoix sur la verte, soit 3!× 4 tirages) ; ou une de
haque 
ouleur lors des premiers tirages, et la deuxième jaune au quatrième (3!× 4× 2 possibilités),don
 P (Y = 4) =

3! × 4 + 3! × 4 × 2

7 × 6 × 5 × 4
=

3

35
. Pour Y = 5, on peut avoir deux jaunes et deux vertes(ordre au 
hoix) puis la rouge (4×3×2×

(

4

2

) tirages) ; ou quatre vertes et une rouge (ordre au 
hoixsur les 
inq tirages, 5! possibilités) ; ou en�n deux vertes, une jaune et la rouge (ordre au 
hoix), puisla deuxième jaune (4! × 12 possibilités), soit P (Y = 5) =
24 × 6 + 24 × 5 + 24 × 12

7 × 6 × 5 × 4 × 3
=

23

105
. En�n,on aura Y = 6 si on tire les quatre vertes et les deux jaunes (peu importe l'ordre, 6! 
hoix) ; ou bien

4 vertes, une jaune et la rouge en ne �nissant pas par la jaune (5 × 2 possibilités pour la jaune ave
la position, 5 pour la rouge et 4! pour les vertes) ; ou 3 vertes et 2 jaunes (ordre aléatoire), puis larouge (5 × 4 possibilités pour les positions des jaunes, 4 × 3 × 2 
hoix pour les vertes) ; ou en�n 3vertes, une jaune et la rouge, puis la deuxième jaune (5 
hoix de position pour la rouge, 4×2 pour lajaune, 4 × 3 × 2 pour les vertes), soit au total P (Y = 6) =
6! + 10 × 5! + 4 × 5! + 8 × 5!

7 × 6 × 5 × 4 × 3 × 2
=

28

42
=

2

3
.Voi
i don
 la loi de Y :

k 3 4 5 6

P (Y = k) 1

35

3

35

23

105

2

3On 
al
ule maintenant sans di�
ulté E(X) =
3

35
+

12

35
+

115

105
+ 4 =

116

21
≃ 5.52 ; puis E(X2) =

9

35
+

48

35
+

575

105
+ 24 =

3 266

105
, et E(X2) − E(X)2 ≃ 0.59 (soit σ ≃ 0.77).Exer
i
e 4 (***)1. Comme l'énon
é nous l'a signalé, on aura né
essairement X > 2. On peut par ailleurs prendretoutes les valeurs jusqu'à n in
lus (un tirage possible où X = n est n ; n − 1 ; . . . ; 4 ; 3 ; 1 ; 2),don
 X(Ω) = {2; . . . ;n}.2. Dans le 
as où n = 3, il n'y a que 3! = 6 ordres possibles pour les tirages (on 
onsidèrera qu'onmène les tirages jusqu'au bout même une fois qu'on a tiré un numéro supérieur au pré
édent,
'est plus simple). Parmi 
es six, il y en a 3 pour lesquels le deuxième numéro est plus grans quele premier : 123 ; 132 et 231, don
 P (X = 2) =

3

6
=

1

2
; et don
 trois pour lesquels X = 3 (onn'aura pas né
essairement un troisième numéro plus grand que le deuxième, mais 
omme on n'aplus de boule à tirer il faut bien s'arrêter), don
 P (X = 3) =

1

2
. L'espéran
e 
orrespondantevaut 5

2
.Dans le 
as où n = 5, il y a 5! = 120 tirages possibles. On aura X = 2 si on débute notresérie de tirages par 12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35 ou 45 (puis on peut tirer les trois derniersnombres dans n'importe quel ordre), soit P (X = 2) =

10 × 3!

120
=

1

2
. On aura X = 3 si on3




ommen
e par 21, 31, 41, 51 (puis n'importe quoi), ou 324, 325, 423, 425, 435, 523, 524, 534,soit P (X = 3) =
4 × 3! + 8 × 2!

120
=

1

3
. On aura X = 4, si on débute par 321, 431, 421, 541, 531,

521, et pour les tirages 43251, 54231, 53241, soit P (X = 4) =
6 × 2! + 3

120
=

1

8
. En�n, on aura

X = 5 pour les tirages 43215, 53214, 54213, 54312, et 54321, soit P (X = 5) =
5

120
=

1

24
. Onobtient 
ette fois-
i une espéran
e valant E(X) = 2×

1

2
+ 3×

1

3
+ 4×

1

8
+ 5×

1

24
=

65

24
≃ 2.71.Dans le 
as général, il va bien falloir trouver une façon intelligente de faire le 
al
ul. Sup-posons X = k, 
ela signi�e qu'on a tiré k numéros dont les k − 1 premiers sont apparusen ordre dé
roissant. Une fois qu'on sait quel est le k-ème numéro tiré, l'ordre du tirage estdon
 totalement imposé. Or, 
e k-ème numéro tiré peut être n'importe lequel des k numérostirés, sauf le plus petit. Ainsi, si on X = 4 et qu'on a tiré les numéros 1, 3, 6 et 8, on apu tirer dans les trois ordres suivants : 8613, 8316 ou 6318. On a don
 (

n

k

) 
hoix pour lesnuméros tirés, k − 1 
hoix pour le numéro qui apparait au tirage k, et (n − k)! 
hoix pourl'ordre des tirages suivant le tirage numéro k. Con
lusion P (X = k) =

(

n

k

)

(k − 1)(n − k)!

n!
=

k − 1

k!
. Seule petite ex
eption si k = n : il faut ajouter le 
as très parti
ulier où on a tirétous les numéros dans le sens dé
roissant, 
e qui représente un seul 
as sur les n! possibles,don
 P (X = n) =

(

n

n

)

(n − 1)0! + 1

n!
=

n

n!
. On peut désormais 
al
uler l'espéran
e de X :

E(X) =

k=n
∑

k=2

k(k − 1)

k!
+ n ×

1

n!
(on a séparé le 
as parti
ulier signalé auparavant pour rendrele 
al
ul plus simple), soit E(X) =

k=n
∑

k=2

1

(k − 2)!
+

1

n!
=

k=n−2
∑

k=0

1

k!
+

1

n!
.3. On sait que lim

n→+∞

1

n!
= 0, et lim

n→+∞

n−2
∑

k=0

1

k!
= e (
'est la somme de la série exponentielle), don


lim
n→+∞

E(X) = e (eh oui, 
'est étonnant mais 
'est 
omme ça).Exer
i
e 5 (*)Si on tire une seule 
arte, et qu'on note Y sa valeur en points, Y (Ω) = {0; 1; 2; 3; 4}, et ona P (Y = i) =
4

52
=

1

13
, si i ∈ {1; 2; 3; 4}, et P (Y = 0) =

36

52
=

9

13
(puisqu'il y a quatre As,quatre Rois, quatre Dames, quatre Valets, et 36 
artes sans points dans un jeu de 52). On a don


E(Y ) =
4 + 3 + 2 + 1 + 0 × 9

13
=

10

13
. Considérons désormais le nombre de points X obtenus quandon pio
he 13 
artes. On a X = Y1 + Y2 + · · ·+ Y13, où Y1 désigne le nombre de points de la première
arte pio
hée, Y2 
elui de la deuxième et
. Par linéarité de l'espéran
e, E(X) = E(Y1)+· · ·+E(Y13) =

13 × E(Y ) = 10.Exer
i
e 6 (d'après ISCID 91) (***)1. (a) Il y a don
 4 boules dans l'urne : une blan
he et trois noires, et on tire jusqu'à obtenir lablan
he. On a don
 X(Ω) = {1; 2; 3; 4}, ave
 P (X = 1) =
1

4
; P (X = 2) =

3

4
× 13 =

1

4
,4



P (X = 2) =
3

4
× 23 × 12 =

1

4
et P (X = 4) =

3

4
×

2

3
×

1

2
× 1 =

1

4
. En fait, 
'est logique :si on tire les boules les unes après les autres, on a une 
han
e sur quatre de vois la bouleblan
he apparaitre à 
haque position. On a dans 
e 
as E(X) =

1 + 2 + 3 + 4

4
=

5

2
;

E(X2) =
1 + 4 + 9 + 16

4
=

15

2
, don
 V (X) =

15

2
−

25

4
=

5

4
.(b) Toujours quatre boules, mais deux blan
hes et deux noires. La variable X ne peut plusprendre que les valeurs 2, 3 et 4 (il faut attendre deux tirages avant de pouvoir tirer lesdeux boules blan
hes), et P (X = 2) =

2

4
×

1

3
=

1

6
; P (X = 3) =

2

4
×

2

3
×

1

2
+

2

4
×23×12 =

1

3
;

P (X = 4) = 3×
2

4
×

2

3
×

1

2
=

1

2
. On a 
ette fois-
i E(X) = 2×

1

6
+ 3×

1

3
+ 4×

1

2
=

10

3
;

E(X2) = 4 ×
1

6
+ 9 ×

1

3
+ 16 × 12 =

35

3
, don
 V (X) =

35

3
−

100

9
=

5

9
.2. (a) Il faut attendre au moins r tirages avant de s'arrêter, et on peut bien sûr aller jusqu'à Ntirages, don
 X(Ω) = {r; r + 1; . . . ;N}.(b) On a e�e
tué k − 1 tirages, don
 (

N

k − 1

) possibilités au total si on ne tient pas 
omptede l'ordre. Parmi 
es possibilités il y en a (

r

r − 1

)

×

(

N − r

k − r

). La probabilité de tirer la
r-ème boule blan
he au tirage suivant sa
hant qu'il ne reste plus qu'un boule blan
he surles N−(k−1) restant dans l'urne est de 1

N + 1 − k
, don
 P (X) =

(

r

r − 1

)

×

(

N − r

k − r

)

(

N

k − 1

) ×

1

N + 1 − k
.(
) Simpli�ons don
 : P (X = k) = r×

(N − r)!

(k − r)!(N − k)!
×

(k − 1)!(N + 1 − k)!

N !
×

1

N + 1 − k
=

r×
(N − r)!(k − 1)!

(k − r)!N !
; et (

k − 1

r − 1

)

(

N

r

) =
(k − 1)!

(r − 1)!(k − r)!
×

r!(N − r)!

N !
= r×

(k − 1)!(N − r)!

(k − r)!N !
.Les deux quantités sont bien égales. Comme la somme de toutes 
es probabilités doitdonner 1, et que le dénominateur ne dépend pas de k, on obtient N

∑

k=r

(

k − 1

r − 1

)

=

(

N

r

).Un tout petit 
hangement d'indi
e donne ensuite N−1
∑

k=r−1

(

k

r − 1

)

=

(

N

r

), soit en
ore
N−1
∑

k=r

(

k

r

)

=

(

N

r + 1

). On en déduit que N
∑

k=r

(

k

r

)

=

(

N + 1

r + 1

). De même, N−2
∑

k=r

(

k + 1

r + 1

)

=

(

N

r + 2

), don
 N
∑

k=r

(

k + 1

r + 1

)

=

(

N + 2

r + 2

).(d) On a tous les éléments né
essaires :
E(X) =

1
(

N

r

)

k=N
∑

k=r

k ×

(

k − 1

r − 1

)

=
1

(

N

r

)

k=N
∑

k=r

k!

(r − 1)!(k − r)!

=
1

(

N

r

)

k=N
∑

k=r

r ×

(

k

r

)

=
r

(

N

r

) ×

(

N + 1

r + 1

)

5



= r ×
(N + 1)!

(r + 1)!(N − r)!
×

r!(N − r)!

N !
=

r(N + 1)

r + 1
.(e) Similairement, E(X(X+1)) =

1
(

N

r

)

k=N
∑

k=r

k(k+1)×

(

k − 1

r − 1

)

=
1

(

N

r

)

k=N
∑

k=r

(k + 1)!

(r − 1)!(k − r)!

=
1

(

N

r

)

k=N
∑

k=r

r(r + 1) ×

(

k + 1

r + 1

)

=
r(r + 1)
(

N

r

) ×

(

N + 2

r + 2

)

= r(r + 1) ×
r!(N − r)!

N !
×

(N + 2)!

(r + 2)!(N − r)!
=

r(N + 1)(N + 2)

r + 2
.Il ne reste plus qu'à 
al
uler V (X) = E(X2)−E(X)2 = E(X(X −1))+E(X)−E(X)2 =

r(N + 1)(N + 2)

r + 2
+

r(N + 1)

r + 1
−

r2(N + 1)2

(r + 1)2
= r(N + 1)

(

N + 2

r + 2
+

1 − rN

(r + 1)2

).Exer
i
e 7 (d'après E
ri
ome 2008) (***)1. Si n = 0, on a bien sûr toujours Tn = 0. Dans le 
as 
ontraire, il y aura toujours au moins une
ase non vide, et au plus n après n lan
ers, sa
hant toutefois qu'on ne peut dépasser N 
asesnon vides dans le 
as où N < n don
 Tn(Ω) = {1; 2; . . . ;min(n,N)}.2. Après 1 lan
er, il y aura toujours exa
tement une 
ase non vide (
elle dans lequel on a lan
éla boule), don
 T1 = 1 (variable aléatoire 
onstante). Au deuxième lan
er, soit on relan
e dansla même 
ase qu'au premier, et on a alors T2 = 1, soit on lan
e dans une autre et T2 = 2. Laprobabilité de lan
er dans la même 
ase étant 1

N
, on a P (T2 = 1) =

1

N
, et P (T2 = 2) =

N − 1

N
.3. Pour avoir Tn = 1, il faut avoir obtenu à 
haque lan
er à partir du deuxième la même 
asequ'au premier lan
er, 
e qui se produit ave
 probabilité 1

N
à 
haque lan
er, soit P (Tn = 1) =

(

1

N

)n−1.Le nombre de tirages donnant Tn = 2 est obtenu en 
hoisissant deux 
ases parmi les N , puisen se laissant deux possibilités à 
haque tirage, et en supprimant à la �n les 2 tirages où on atiré toujours dans la même 
ase, soit (

N

2

)

× 2n − 2 = 2n−1N(N − 1) − 2. Ce
i est à diviserpar le nombre total de tirages, qui vaut Nn, don
 P (Tn = 2) =
N(N − 1)2n − 2

Nn
.Si n 6 N , Tn = n si on tombe dans une nouvelle 
ase à 
haque tirage, 
e qui 
orrespond à

N(N − 1) . . . (N − n + 1) tirages, soit P (Tn = n) =
N(N − 1) . . . (N − n + 1)

Nn
=

N !

(N − n)!Nn
.Si n > N , on ne peut pas avoir n 
ases non vides, don
 P (Tn = n) = 0.4. Les évènement Tn = k forment un système 
omplet d'évènements, don
 on peut é
rire enutilisant la formule des probabilités totales que P (Tn+1 = k) =

i=n
∑

i=1

P (Tn = i)PTn=i(Tn+1).Mais parmi les probabilités 
onditionnelles apparaissant dans 
ette formule, seules deux sontnon nulles : soit on avait déjà k 
ases non vides après n tirages et on a à nouveau tiré dansune de 
es k 
ases (probabilité PTn=k(Tn+1 = k) =
k

N
) ; soit on en avait k − 1 non vides et ona tiré dans une des N − (k − 1) 
ases restantes : PTn=k−1(Tn+1 = k) =

N − k + 1

N
. La formuledemandée est don
 exa
te.5. (a) On a Gn(1) =

k=n
∑

k=1

P (Tn = k) = 1. 6



(b) Cal
ulons : E(Tn) =

k=n
∑

k=1

kP (Tn = k). Or, en dérivant Gn, on obtient G′

n(x) =

k=n
∑

k=1

kP (Tn =

k)xk−1. En remplaçant par 1, on tombe exa
tement sur E(Tn), qui est don
 égale à G′

n(1).(
) Notons pour 
ommen
er que la formule de la question 4 reste en fait valable pour k = n+1,puis sommons 
es égalités :
Gn+1(x) =

k=n+1
∑

k=1

P (Tn+1 = k)xk =

k=n+1
∑

k=1

(

k

N
P (Tn = k) +

N − k + 1

N
P (Tn = k − 1)

)

xk

=
1

N

k=n+1
∑

k=1

kP (Tn = k)xk + (N − k + 1)P (Tn = k − 1)xk

=
x

N

n
∑

k=1

kP (Tn = k)xk−1 +
1

N

k=n
∑

k=1

(N − k)P (Tn = k)xk+1

=
x

N
G′

n(x) +
x

N

k=n
∑

k=1

NP (Tn = k)xk +
x2

N

k=n
∑

k=1

kP (Tn = k)xk−1

=
x

N
G′

n(x)+xGn(x)−
x2

N
G′n(x), 
e qui 
orrespond bien à la formule annon
é (les indi
esdisparaissant dans 
ertaines sommes du 
al
ul 
orrespondent à des termes nuls).(d) Dérivons don
 : G′

n+1(x) =
1

N
(1 − 2x)G′

n(x) +
1

N
(x − x2)G′′

n(x) + Gn(x) + xG′

n(x).En prenant x = 1 (
e qui a le bon goût d'annuler le terme faisant intervenir la dérivéese
onde) et en réutilisant les résultats pré
édents, on a E(Tn+1) = −
1

N
E(Tn)+1+E(Tn) =

(

1 −
1

N

)

E(Tn) + 1.(e) Notons un = E(Tn). La suite (un) est arithémti
o-géométrique, d'équation de point �xe
x =

(

1 −
1

N

)

x+1, donnant x = N . Posons don
 vn = un−N , alors vn+1 = un+1−N =
(

1 −
1

N

)

un + 1 − N =
N − 1

N
un − (N − 1) =

N − 1

N
(un − N) =

N − 1

N
vn. La suite

(vn) est don
 géométrique de raison N − 1

N
et de premier terme v1 = u1 − N = 1 − N ,don
 vn = (1 −N)

(

N − 1

N

)n−1

= −
(N − 1)n

Nn−1
. On en déduit que un = N −

(N − 1)n

Nn−1
=

Nn − (N − 1)n

Nn−1
= N

(

1 −
(N − 1)n

Nn

)

= N

(

1 −

(

1 −
1

N

)n). Lorsque n tend vers +∞,
(

1 −
1

N

)n va tendre vers 0, la parenthèse vers 1, et l'espéran
e de Tn vers N , 
e qui estintuitivement normal.
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