
Feuille d'exer
i
es n�12 : 
orrigéECE3 Ly
ée Carnot15 dé
embre 2009Exer
i
e 1 (* à **)1. La fon
tion f1 est évidemment dé�nie sur R
2 tout entier. La ligne de niveau 4 de f1 est dé�nie
omme {(x, y) | 2x + 3y = 4} =

{

(x, y) | y =
4

3
− 2

3
x

}. Cette ligne de niveau est une droite,tout 
omme d'ailleurs les représentations graphiques des appli
ations partielles obtenues pour
x = 4 et y = 4, qui ont pour équations respe
tives y 7→ 3y + 8 et x 7→ 2x + 12. Il est tout àfait normal qu'on obtienne que des droites i
i puisque la surfa
e représentative de f1 est unplan. Ci-dessous, dans l'ordre, la ligne de niveau 4, la représentation de l'appli
ation partielleobtenue pour x = 4, puis 
elle obtenue pour y = 4.
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2. La fon
tion f2 est également dé�nie sur R
2, sa ligne de niveau 4 a pour équation xy = 4,
'est-à-dire y =

4

x
, qui est une équation d'hyperbole. Les représentations graphiques des deuxappli
ations partielles sont par 
ontre des droites, d'équation y 7→ 4y et x 7→ 4x.
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−33. La fon
tion f3 est dé�nie si y 6= 0, don
 sur le plan R
2 privé de l'axe des ordonnées (je me suisdispensé des représentations graphiques des domaines de dé�nition, 
ar 
e n'est vraiment pasintéressant). La ligne de niveau 4 a pour équation x

y
= 4, soit y =

x

4
, 
'est-à-dire qu'il s'agitd'une droite, privée toutefois d'un point puisqu'on ne peut pas avoir y = 0 (ça ne se voit passur le graphique). L'appli
ation partielle obtenue en �xant x = 4 a pour équation y 7→ 4

y
, 
'est1



une hyperbole. Par 
ontre, l'appli
ation partielle obtenue pour x = 4 est une droite d'équation
x 7→ x

4
(même allure que la ligne de niveau 4).
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−34. La fon
tion f4 est dé�nie si x2 + y2 > 1, 
'est-à-dire en dehors du disque de 
entre 0 et derayon 1. La ligne de niveau 4 a pour équation ln(x2 + y2 − 1) = 4, soit x2 + y2 = e4 + 1,il s'agit d'un 
er
le de 
entre 0 et de rayon √
e4 + 1. Les deux appli
ations partielles ont unereprésentation graphique similaire, 
elle de la fon
tion x 7→ ln(x2 + y2 − 1), dont on peut faireune étude sommaire si on le souhaite (elle est paire, stri
tement 
roissante sur R+, de limite

+∞ en +∞ et admettant une bran
he parabolique de dire
tion (Ox)).
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1Exer
i
e 2 (**)La fon
tion f est dé�nie dès que |x| + |y| 6= 0. Or, les deux valeurs absolues étant positives, leursomme ne peut être nulle que si elles sont toutes les deux nulles, 
'est-à-dire si x = y = 0. On a don

Df = R

2\{0; 0}. Quant à la ligne de niveau 
her
hée, elle a pour équation xy = |x| + |y|. Ce
i nepeut pas se produire quand x et y sont de signes opposés, 
ar on aurait alors une valeur négativeà gau
he et une valeur positive à droite. Supposons don
 x et y de même signe et même, pour
ommen
er, positifs ou nuls tous les deux. On 
her
he alors les 
ouples (x, y) tels que xy = x + y,soit y(x − 1) = x, ou en
ore y =
x

x − 1
. Pour que x et y soient tous les deux positifs, il faut serestreindre aux 
as où x > 1. De même, si x et y sont négatifs tous les deux, on 
her
her à avoir

xy = −x − y, soit y = − x

x + 1
, 
e qui fon
tionnera bien si x < −1. Cha
un de 
es deux mor
eauxde ligne de niveau est une bran
he d'hyperbole (en e�et, on a x

x − 1
=

x − 1 + 1

x − 1
= 1 +

1

x − 1
; et

− x

x + 1
= −x + 1 − 1

x + 1
= −1 +

1

x + 1
). On obtient une 
ourbe de niveau ressemblant à 
e
i :

2
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i
e 3 (**)Pour 
haque fon
tion sauf j (où les 
al
uls sont assez pénibles), seule une des deux dérivéespartielles se
ondes 
roisées est 
al
ulée, l'autre lui étant égale. Cela ne vous dispense naturellementpas de 
al
uler également la dernière dérivée pour véri�er 
e fait.1. La fon
tion f est dé�nie sur R
2, et ∂f

∂x
(x, y) =

2x

2
√

x2 + y2
=

x
√

x2 + y2
; ∂f

∂y
(x, y) =

y
√

x2 + y2
;

∂2f

∂x2
(x, y) =

√

x2 + y2 − x × x√
x2+y2

x2 + y2
=

x2 + y2 − x2

√

x2 + y2(x2 + y2)
=

y2

(x2 + y2)
3

2

;
∂2f

∂y∂x
(x, y) = −1

2

2xy

(x2 + y2)
3

2

= − xy

(x2 + y2)
3

2

.
∂2f

∂y2
=

x2

(x2 + y2)
3

2

(même 
al
ul que ∂2f

∂x2
).2. La fon
tion g : (x, y) 7→ ey ln x est dé�nie si x > 0, don
 sur le demi-plan situé stri
tementau-dessus de l'axe des abs
isses. De plus, ∂g

∂x
(x, y) =

y

x
ey ln x ; ∂g

∂y
(x, y) = ln x ey lnx ;

∂2g

∂x2
(x, y) = − y

x2
ey lnx +

y2

x2
ey ln x =

(

y(y − 1)

x2

)

xy ;
∂2g

∂y∂x
(x, y) =

1

x
ey ln x +

y ln x

x
ey ln x =

1 + y ln x

x
xy ;

∂2g

∂y2
(x, y) = (ln x)2xy.3. La fon
tion h est dé�nie sur R

2, et ∂h

∂x
(x, y) = 3x2 + 2y + 3y2 ; ∂h

∂y
(x, y) = 2x + 6xy + 4y3 ;

∂2h

∂x2
(x, y) = 6x ; ∂2h

∂y∂x
(x, y) = 2 + 6y ; ∂2h

∂y2
(x, y) = 6x + 12y2.4. La fon
tion i est dé�nie sur R

2 et ∂i

∂x
(x, y) = 2xe−xy − y(x2 + y2)e−xy = (2x− yx2 − y3)e−xy ;de même, ∂i

∂y
(x, y) = (2y − xy2 − x3)e−xy ;

∂2i

∂x2
(x, y) = (2 − 2xy)e−xy − y(2x − yx2 − y3)e−xy = (2 − 4xy + y2x2 + y4)e−xy ;

∂2i

∂y∂x
(x, y) = (−x2 − 3y2)e−xy − x(2x − yx2 − y3)e−xy = (−3x2 − 3y2 + yx3 + xy3)e−xy3



∂2i

∂y2
(x, y) = (2 − 4xy + x2y2 + x4)e−xy5. La fon
tion j est dé�nie si y 6= −x2, 
'est-à-dire sur le plan privé d'une parabole, et ∂j

∂x
(x, y) =

x2 + y − 2x(x − y)

(x2 + y)2
=

−x2 + 2xy + y

(x2 + y)2
; ∂j

∂y
(x, y) =

−(x2 + y) − (x − y)

(x2 + y)2
=

−x2 − x

(x2 + y)2

∂2j

∂x2
(x, y) =

(−2x + 2y)(x2 + y)2 − 2 × 2x(x2 + y)(−x2 + 2xy + y)

(x2 + y)4
=

(−2x + 2y)(x2 + y) − 4x(−x2 + 2xy + y

(x2 + y)3
=

2x3 − 6xy − 6x2y + 2y2

(x2 + y)3

∂2j

∂y∂x
(x, y) =

(2x + 1)(x2 + y)2 − 2(x2 + y)(−x2 + 2xy + y

(x2 + y)4

=
2x3 + 2xy + x2 + y + 2x2 − 4xy − 2y

(x2 + y)3
=

2x3 + 3x2 − 2xy − y

(x2 + y)3

∂2j

∂x∂y
(x, y) =

(−2x − 1)(x2 + y)2 − 2 × 2x(x2 + y)(−x2 − x)

(x2 + y)4
=

(−2x − 1)(x2 + y) − 4x(−x2 − x)

(x2 + y)3

=
−2x3 − 2xy − x2 − y + 4x3 + 4x2

(x2 + y)3
=

2x3 + 3x2 − 2xy − y

(x2 + y)3

∂2j

∂y2
(x, y) =

−2(−x2 − x)

(x2 + y)3
=

2x2 + 2x

(x2 + y)36. La fon
tion k est dé�nie si y > 0, don
 sur un demi-plan, et ∂k

∂x
(x, y) = (ln y)2 ; ∂k

∂y
(x, y) =

x × 2

y
(ln y) + 2y =

2x ln y

y
+ 2y ;

∂2k

∂x2
(x, y) = 0 ;

∂2k

∂y∂x
(x, y) =

2 ln y

y
;

∂2k

∂y2
(x, y) =

2x − 2x ln y

y2
+ 2 = 2x

1 − ln y

y
+ 2Exer
i
e 4 (* à **)1. On a ∂f

∂x
(x, y) = 2x + y et ∂f

∂y
(x, y) = x + 2y, don
 la re
her
he de points 
ritiques revient àrésoudre le système 
onstitué des deux équations 2x + y = 0 et x+ 2y = 0, qui a pour solutionunique (0; 0).2. On a ∂g

∂x
(x, y) = 3y − 3x2 = 3(y − x2) et ∂g

∂y
(x, y) = 3x − 3y2 = 3(x − y2).Le spoints sontobtenus en re
her
hant les 
ouples véri�ant x = y2 et y = x2. Par une simple substitution, onobtient y4 = y, soit y(y3 − 1) = 0, équation ayant pour solutions y = 0 et y = 1. On obtientalors respe
tivement x = 0 et x = 1, d'où les deux points 
ritiques (0; 0) et (1; 1).3. On a 
ette fois ∂h

∂x
(x, y) = 3x2 + 3y2 − 15 et ∂h

∂y
(x, y) = 6xy − 12. On se retrouve don
 ave
les deux équations x2 + y2 = 5 et 2xy = 4 (oui, j'ai volontairement laissé un fa
teur 2 entrop). En additionnant et en soustrayant 
es deux équations, on obtient x2 + 2xy + y2 = 9 et

x2 − 2xy + y2 = 1, soit (x + y)2 = 3 et (x − y)2 = 1. Il y a pas moins de quatre 
as à étudier :si {

x + y = 3
x − y = 1

, alors x = 2 et y = 1 ; si {

x + y = −3
x − y = 1

, alors x = −1 et y = −2 ;si {

x + y = 3
x − y = −1

, alors x = 1 et y = 2 ; en�n si {

x + y = −3
x − y = −1

, alors x = −2 et
y = 1. Il y a don
 quatre points 
ritiques pour la fon
tion h : (−2; 1) ; (−1;−2) ; (1; 2) et (2; 1).4



Exer
i
e 5 (***)1. Pour la première fon
tion, on a ∂f

∂x
(x, y) = 2x + y − 3, et ∂f

∂y
(x, y) = 2y + x − 6, le système àrésoudre a pour unique solution x = 0 et y = 3, qui est don
 le seul point 
ritique de la fon
tion

f . Comme f(0; 3) = −9, on 
her
he le signe de f(x, y) − 9 = x2 + y2 + xy − 3x − 6y + 9 =
(

y − 3 +
x

2

)2

+
3x2

4
> 0. On en déduit que le point 
ritique est un minimum global pour f .Pour 
eux qui peinent dans le s
al
uls, rappelons que (a+b+c)2 = a2+b2+c2+2ab+2ac+2bc.2. La deuxième fon
tion a pour dérivées partielles ∂f

∂x
(x, y) = 2x− 2y et ∂f

∂y
(x, y) = 4y − 2x− 2,
e qui donne un système qui se résout aisément : x = y, puis y = 1 et x = 1. Le point (1; 1)est don
 le seul point 
ritique pour la fon
tion f . Comme f(1; 1) = 4, on 
her
he le signe de

f(x, y)− 4 = x2 + 2y2 − 2xy − 2y + 1 = x2 − 2xy + y2 + y2 − 2y + 1 = (x− y)2 + (y − 1)2 > 0.Comme pré
édemment, le point 
ritique est don
 un minimum global pour la fon
tion.Exer
i
e 6 (***)1. Cal
ulons don
 : ∂f

∂x
(x, y) = 2x + 2 ; ∂f

∂y
(x, y) = 2y + 3 ; ∂2f

∂x2
(x, y) = 2 ; ∂2f

∂y∂x
(x, y) =

∂2f

∂x∂y
(x, y) = 0 et ∂2f

∂y2
(x, y) = 2.2. C'est tout juste s'il y a un système à résoudre i
i : 2x + 2 = 0 donne x = −1, et 2y + 3 = 0donne y = −3

2
. Le seul point 
ritique est don
 le point (

−1;−3

2

).3. Utilisons don
 le 
ritère donné juste avant l'exer
i
e : la valeur de D est i
i 2× 2− 02 = 4 > 0,don
 le point 
ritique est un extremum, et 
omme ∂2f

∂x2

(

−1,−3

2

)

> 0, le point 
ritique est unminimum (lo
al) de la fon
tion f .4. Constatons que f(x) = x2 + 2x + 1 + y2 + 3y +
9

4
− 13

4
= (x + 1)2 +

(

y +
3

2

)2

− 13

4
. On peuten déduire fa
ilement que la fon
tion admet pour minimum global −13

4
, valeur atteinte pourson point 
ritique. On peut même faire mieux et donner l'allure des 
ourbes de niveau k : si

k < −13

4
, la 
ourbe de niveau est vide ; sinon, on obtient l'équation (x + 1)2 +

(

y +
3

2

)2

=

k +
13

4
, qui est l'équation du 
er
le de 
entre (

−1;−3

2

) (le point 
ritique de f) et de rayon
√

k +
13

4
.Exer
i
e 7 (***)Soit f la fon
tion dé�nie sur R

2 par f(x, y) = 2e−x + 3x2 − 2xy + y2.1. Cal
ulons à nouveau : ∂f

∂x
(x, y) = −2e−x+6x−2y ; ∂f

∂y
(x, y) = −2x+2y ; ∂2f

∂x2
(x, y) = 2e−x+6 ;

∂2f

∂y∂x
(x, y) =

∂2f

∂x∂y
(x, y) = −2 et en�n ∂2f

∂y2
(x, y) = 2.2. Appelons g la fon
tion (à une variable) dé�nie par g(x) = 2x−e−x. Cette fon
tion est 
ontinueet stri
tement 
roissante sur R puisque somme de deux fon
tions 
roissantes (e−x est dé
rois-sante, don
 −e−x est 
roissante). De plus, elle a pour limites respe
tives −∞ et +∞ en −∞ et5



en +∞ (pas de problème de 
al
ul, il n'y pas de forme indéterminée). Cette fon
tion est don
bije
tive de R dans R, et 0 admet don
 un unique anté
édent par g. Autrement dit, l'équation
g(x) = 0 a une unique solution α.Or, la re
her
he des points 
ritiques de f se ramène au système {

2e−x + 6x − 2y = 0
−2x = 2y

⇔
{

2e−x + 4x = 0
x = y

. La première équation revient à dire que 2g(x) = 0, et on en déduit quel'unique point 
ritique de f est le point (α;α).3. Utilisons le 
ritère de détermination de la nature des points 
ritiques : i
i, D = (2e−α + 6) ×
2 − (−2)2 = 4e−α + 8 = 8α + 8 puisque g(α) = 0. Comme on a g(0) = −1, on peut a�rmerque α > 0, don
 D > 0. Le point 
ritique 
orrespond don
 à un extrêmum pour f . De plus,
∂2f

∂y2
(α,α) > 0, don
 il s'agit d'un minimum. Pour déterminer sa valeur, il ne reste plus qu'à
al
uler f(α,α) = 2e−α + 3α2 − 2α2 + α2 = 4α + 2α2 = 2α(2 + α).Exer
i
e 8 (**)1. C'est un simple 
al
ul de dérivées partielles : ∂P

∂K
(K,L) =

2

5
K

1

5
−1L

3

5 =
2

5

L
3

5

K
4

5

; et ∂P

∂L
(K,L) =

6

5
K

1

5 L
3

5
−1 =

6

5

K
1

5

L
2

52. Il su�t pour 
ela de 
al
uler les dérivées partielles se
ondes (et en
ore, pas toutes) : ∂2P

∂K2
(K,L) =

− 8

25

L
3

5

K
9

5

; et ∂2P

∂L2
(K,L) = −12

25

K
1

5

L
7

5

. Ces deux dérivées étant négatives, les rendements sontbien dé
roissants.3. Ca
ulons plut�t P (aK, aL)

aP (K,L)
=

2(aK)
1

5 (aL)
3

5

2aK
1

5 L
3

5

=
2a

4

5 K
1

5 L
3

5

2aK
1

5 L
3

5

=
1

a
1

5

. Ce fa
teur étant supérieurà 1 si a est lui-même supérieur à 1, 
ela veut dire qu'en augmentant simultanément le travailet le 
apital d'un même fa
teur a, la prodution augmente d'un fa
teur plus élevé. Autrementdit, on fait des é
onomies d'é
helle en augmentant les valeurs de tous les fa
teurs.
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