
Best of EDHEC : 
orrigéECE3 Ly
ée Carnot22 juin 2010Exer
i
e 1 (EDHEC 2008)1. (a) La fon
tion fn est C∞ sur R puisque le dénominateur du quotient 1

1 + ex
ne s'an-nule jamais, et f ′

n(x) = −
ex

(1 + ex)2
+ n ; f ′′

n(x) =
−ex(1 + ex)2 + ex × 2ex(1 + ex)

(1 + ex)4
=

−ex − e2x + 2ex

(1 + ex)3
=

ex(ex − 1)

(1 + ex)3
.(b) Au vu de l'expression obtenue pour f ′′, la fon
tion f ′ est dé
roissante sur R− et 
roissantesur R+, admettant don
 un minimum en 0 de valeur f ′(0) = n−

1

4
. Comme n est un entiernaturel non nul, f ′ est stri
tement positive sur R, et f est bien stri
tement 
roissante.2. (a) Puisque, lim

x→−∞

1

1 + ex
= 1, on a lim

x→−∞

fn(x) = −∞. De même, lim
x→+∞

1

1 + ex
= 0, don


lim
x→+∞

fn(x) = +∞(b) Puisque fn(x) − nx =
1

1 + ex
, les 
al
uls de limites pré
édents prouvent que y = nx estasymptote oblique à la 
ourbe en +∞, et y = nx + 1 en −∞.(
) Le seul point d'annulation de f ′′

n a pour abs
isse 0, et ordonnée fn(0) =
1

2
.(d) Comme f1(0) =

1

2
et f ′

1(0) = 1−
1

4
=

3

4
, la tangente a pour équation y =

3

4
x+

1

2
. L'alluredes di�érentes 
ourbes est la suivante :

0 1 2 3−1−2−3

0

1

2

3

4

−1

−2

−33. (a) La fon
tion étant stri
tement 
roissante et ayant pour limites −∞ et +∞, elle est bije
tivede R dans R. L'équation fn(x) = 0 a don
 une seule solution.1



(b) On a déjà vu plus haut que fn(0) =
1

2
> 0 ; fn

(

−
1

n

)

=
1

1 + e−
1

n

− 1 = −
e

1

n

1 + e
1

n

< 0.D'après le théorème des valeurs intermédiaires, la valeur d'annulation de fn se trouvedon
 entre −
1

n
et 0.(
) Une appli
ation du théorème des gendarmes permet de 
on
lure que lim

n→+∞

un = 0.(d) Puisque un 
onverge vers 0, lim
n→+∞

1

1 + eun

=
1

2
. Or, par dé�nition, 1

1 + eun

= −nun. Ona don
 lim
n→+∞

− nun =
1

2
, soit un ∼ −

1

2n
.Exer
i
e 2 (EDHEC 2009)1. (a) Par indépendan
e des variables X et Y , P (Z > k) = P (X > k)P (Y > k). Or, pour unevariable de loi géométrique, P (X > k) =

+∞
∑

i=k+1

pqi−1 = pqk

+∞
∑

i=0

qi =
pqk

1 − q
= qk. On endéduit que P (Z > k) = (qk)2 = q2k.(b) En e�et, (Z > k − 1) = (Z > k) ∪ Z = k, union disjointe d'évènement, don
 P (Z >

k − 1) = P (Z > k) + P (Z = k), d'où la formule demandée.(
) On a don
 P (Z = k) = q2(k−1) − q2k = q2(k−1)(1 − q2), 
e qui 
orrespond bien à une loigéométrique de paramètre q2.2. (a) En e�et, si X est paire, X

2
est un entier naturel non nul (X prend des valeurs stri
tementpositives), et si X est impaire, X + 1

2
est entier aussi.(b) Pour tout entier stri
tement positif k, la variable T prend la valeur k quand X = 2k.(
) Il y a deux possibilités pour avoir T = k : soit X = 2k, soit X = 2k − 1 (qui est bienimpair). Don
 (T = k) = (X = 2k) ∪ (X = 2k − 1) (union d'évènements disjoints), et

P (T = k) = pq2k−1 + pq2k−2 = pq2k−2(1 + q) = (1 − q)(1 + q)q2(k−1) = (1 − q2)q2(k−1).On retrouve la même loi que pour Z.3. Program edhe
2009 ;Var x,t,lan
er :integer ;BeginRandomize ; x :=0 ;Repeat lan
er :=random ; x :=x+1 ; until(lan
er <=p) ;If(x mod 2=0) then t :=x/2 else t :=(1+x)/2 ;Writeln(t) ;End.Exer
i
e 3 (EDHEC 2006)1. (a) Sans di�
ulté, ∂f

∂x
(x, y) = 4x + 2y − 1 et ∂f

∂y
(x, y) = 4y + 2x − 1.(b) Il faut résoudre le système { 4x + 2y = 1

2x + 4y = 1
. La 
ombinaison L1−2L2 donne −6y =

−1, d'où y =
1

6
. Symétriquement, x =

1

6
. Il y a don
 un unique point 
ritique de 
oor-données (1

6
,
1

6

). 2



2. (a) En
ore une fois rien de 
ompliqué : ∂2f

∂x2
(x, y) = 4 ; ∂2f

∂y∂x
(x, y) =

∂2f

∂x∂y
(x, y) = 2 et

∂2f

∂y2
(x, y) = 4.(b) On 
al
ule ∆ = 16 − 4 = 12. Il y a bien un extrêmum lo
al au point 
ritique, qui est unminimum puisque ∂2f

∂x2
(x, y) > 0.3. (a) Développons don
 : 2

(

x +
y

2
−

1

4

)2

+
3

2

(

y −
1

6

)2

= 2

(

x2 +
y2

4
+

1

16
+ xy −

x

2
−

y

4

)

+

3

2

(

y2 −
y

3
+

1

36

)

= 2x2+
y2

2
+

1

8
+2xy−x−

y

2
+

3

2
y2−

y

2
+

1

24
= 2x2+2y2+2xy−x−y+

1

6
.(b) D'après la question pré
édente, on a toujours 2x2 + 2y2 + 2xy − x− y > −

1

6
, une sommede 
arrés étant toujours positive. Or, f

(

1

6
,
1

6

)

=
2

36
+

2

36
+

2

36
−

1

6
−

1

6
= −

1

6
. Puisqu'ona toujours f(x, y) > f

(

1

6
,
1

6

), le point 
ritique 
orrespond à un minimum global de f .4. (a) Il su�t de 
onstater que g(x, y) = f(ex, ey) et appliquer le résultat de la question pré
é-dente.(b) La fon
tion g atteint la valeur −1

6
lorsque ex = ey =

1

6
, don
 pour x = y = − ln 6.Problème (EDHEC 2010)Partie 1 : étude de f .1. (a) La matri
e est M =





0 2
3

2
3

1
3 0 0
1
3 0 0



.(b) On sait que Im(f) = V ect

((

0,
1

3
,
1

3

)

,

(

1

3
, 0, 0

)

,

(

1

3
, 0, 0

))

= V ect

((

0,
1

3
,
1

3

)

,

(

1

3
, 0, 0

)).Ces deux ve
teurs n'étant pas proportionnels, ils forment une famille libre et dim(Im(f)) =

2. Pour déterminer Ker(f), il faut résoudre le système 










2

3
y +

2

3
z = 0

1

3
x = 0

1

3
x = 0

, 
e quidonne sans au
une di�
ulté Ker(f) = {(0, y,−y) | y ∈ R} = V ect((0, 1,−1)). Le noyaude f est don
 de dimension 1.(
) La base a déjà été donnée à la question pré
édente. Le réel 0 est don
 valeur propre de f ,et les ve
teurs propres asso
iés sont tous 
eux de la forme (0, y,−y) pour y 6= 0.(d) Il s'agit, pour 2

3
, de résoudre le système 











2

3
y +

2

3
z =

2

3
x

1

3
x =

2

3
y

1

3
x =

2

3
z

, 
e qui donne x = 2y =

2z (la première équation est alors automatiquement véri�ée). Il y a don
 des solutions nonnulles, 2

3
est valeur propre ave
 pour ve
teurs propres asso
iés les ve
teurs de la forme

(2y, y, y), pour y 6= 0. De même (le système est très similaire, on obtient 
omme ve
teurspropres pour la valeur propre −
2

3
les ve
teurs (−2y, y, y), ave
 y 6= 0.3



(e) L'appli
ation f admet trois valeurs propres distin
tes, elle est don
 diagonalisable.2. (a) On 
onstate que P est la matri
e de passage de la base 
anonique vers la base
((2, 1, 1); (−2, 1, 1); (0, 1,−1)), qui est 
onstituée de ve
teurs propres respe
tifs pour 
ha-
une des trois valeurs propres de f (
'est pourquoi il s'agit né
essairement d'une base,d'ailleurs). La matri
e P−1MP est don
 la matri
e de f dans 
ette base de ve
teurspropres, don
 D =





2
3 0 0
0 −2

3 0
0 0 0



.(b) On 
al
ule PQ =





4 0 0
0 4 0
0 0 4



. Puisque PQ = 4I, P−1 =
1

4
Q.(
) C'est la ré
urren
e 
lassique : PDP−1 = M par hypothèse, et en supposant la relationvraie au rang j, on a M j+1 = MM j = PDP−1PDjP−1 = PDj+1P−1.(d) On 
al
ule PDj =





2 × (2
3)j −2 × (−2

3 )j 0
(2
3 )j (−2

3)j 0
(2
3 )j (−2

3)j 0



. En multipliant la matri
e pré
édentepar la première 
olonne de Q et en divisant par 4, on obtient la première 
olonne de M j :




1
2((2

3 )j + (−2
3)j)

1
4((2

3 )j − (−2
3)j)

1
4((2

3 )j − (−2
3)j)



. Pour j = 0, on obtient une 
olonne 1 0 0, 
e qui 
orrespond à lapremière 
olonne de la matri
e M0 = I.Partie 2 : étude d'une suite de variables aléatoires.1. Puisqu'on tire une boule au hasard parmi 3, X1 ∼ U(3).2. Program simul ;var i,k,X,tirage : integer ;BeginReadln(k) ; X :=random(3)+1 ;For i :=2 to k do begintirage :=random(3)+1 ;If X=1 then X := tirage ;else If tirage <> X then X := 1 ;end ;Writeln(X) ;End.3. (a) Si Xk = 1, Xk+1 suit une loi uniforme : PXk=1(Xk+1 = 1) = PXk=1(Xk+1 = 2) =

PXk=1(Xk+1 = 3) =
1

3
. Si Xk prend la valeur 2 ou 3, on a une 
han
e sur trois deretirer la même boule, don
 PXk=2(Xk+1 = 2) = PXk=3(Xk+1 = 3) =

1

3
; et deux 
han
essur trois d'en tirer un autre, auquel 
as on redonne la valeur 1 : PXk=2(Xk+1 = 1) =

PXk=3(Xk+1 = 1) =
2

3
. En�n, PXk=2(Xk+1 = 3) = PXk=3(Xk+1 = 2) = 0.(b) En é
rivant la formule des probabilités totales, P (Xk+1 = 1) =

1

3
PXk=1 +

2

3
P (Xk =

2) +
2

3
P (Xk = 3) ; P (Xk+1 = 2) =

1

3
P (Xk = 1) +

1

3
P(Xk = 2) et P (Xk+1 = 3) =

1

3
P (Xk = 1) +

1

3
P (Xk = 3), soit une matri
e A =

1

3





1 2 2
1 1 0
1 0 1



4



(
) Ré
urren
e hyper 
lassique : 
'est évidemment vrai pour k = 0, et en le supposant vraiau rang k, alors Uk+1 = AUk = A(AkU0) = Ak+1U0.(d) La véri�
ation est immédiate : 3M + I =





1 2 2
1 1 0
1 0 1



 = A. La formule qui suit est uneappli
ation tout aussi immédiate de la formule du bin�me de Newton.(e) Le premier élément de la 
olonne vaut, en utilisant la formule pré
édente,
j=k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M
j
11 =

1

2

j=k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j
(

(

2

3

)j

+

(

−
2

3

)k
)

=
1

2

(

(

1

3
+

2

3

)k

+

(

1

3
−

2

3

)k
)

=
1

2

(

1 +

(

−
1

3

)k
) (les simpli�
ations de somme utili-sant à nouveau le bin�me). Les deux derniers éléments (qui sont égaux), se 
al
ulent dela même façon et valent 1

4

(

1 −

(

−
1

3

)k
). Comme Uk = AkU0, on en déduit que Uk estidentique à la première 
olonne de Ak, 
e qui revient à la loi donnée par l'énon
é pour

Xk.(f) Comme ∣∣∣
∣

−
1

3

∣

∣

∣

∣

< 1, les limites donnent lim
k→+∞

P (Xk = 1) =
1

2
, et lim

k→+∞

P (Xk = 2) =

lim
k→+∞

P (Xk = 3) =
1

4
.(g) Cal
ulons don
 : E(Xk) =

1

2
+

1

2

(

−
1

3

)k

+
2

4
−

2

4

(

−
1

3

)k

+
3

4
−

3

4

(

−
1

3

)k

=
7

4
−

3

4

(

−
1

3

)k.(h) Le plus simple est de faire une bou
le pour 
al
uler la puissan
e :FUNCTION esperan
e (k :integer) : real ;VAR i : integer ; a : real ;BEGINa := -1/3 ;FOR i := 2 TO k DO a := -a/3 ;esperan
e := (7-3*a)/4 ;END ;
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