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Des histoires de bije
tion1. Il su�t de 
onsidérer l'appli
ation f : A → B

n 7→ n + 1
(f est bien à valeurs dans B : si on ajoute

1 à un entier naturel pair, on obtient toujours un entier naturel impair). Cette appli
ation estmanifestement inje
tive (si n + 1 = n′ + 1, alors n = n′), et également surje
tive puisque si on
onsidère un entier p dans B, p− 1 est toujours un entier naturel pair, et est un anté
édent de
p. L'appli
ation f est don
 une bije
tion.2. En
ore une fois, une appli
ation fort simple su�t à notre bonheur, 
elle qui à un entier naturel
n asso
ie son double 2n. Il est assez évident que f est à valeurs dans A, qu'elle est inje
tive etsurje
tive, don
 bije
tive.3. Si vous avez bien 
ompris le 
as pré
édent, 
elui-
i parait relativement naturel, mais l'appli-
ation est un peu plus di�
ile à 
onstruire. L'idée est, par exemple, d'envoyer les naturelspairs sur les entiers positifs, et les impairs sur les négatifs. Une façon de le faire est de poser
f(n) =

n

2
si n est pair, et f(n) = −

n + 1

2
si n est impair. Si n est pair, f(n) ≥ 0, et si n estimpair, f(n) < 0. Comme par ailleurs, n

2
=

n′

2
⇒ n = n′, et −

n + 1

2
= −

n′ + 1

2
⇒ n = n′,l'appli
ation f est inje
tive. Ne reste plus qu'à prouver qu'elle est surje
tive : soit p ∈ Z, si

p ≥ 0, 2p est un anté
édent de p ; si p < 0, −2p − 1 est un anté
édent de p. Finalement, f estbien bije
tive.4. Ça se 
omplique de plus en plus, alors plut�t que de vous donner une formule a�reuse pour labije
tion, je vais expliquer 
omment ça mar
he et j'espère que vous serez 
onvain
us. L'ensemble
N2 peut être représenté sous forme d'un tableau à deux dimensions, et donner une bije
tionde N vers 
e tableau revient en fait à numéroter les éléments de 
e tableau (à partir de 0) enessayant de ne pas en oublier au passage. L'idée est de faire 
ette numérotation diagonale pardiagonale : on pose f(0) = (0; 0), puis f(1) = (0; 1) et f(2) = (1; 0) (première diagonale), puis
f(3) = (0; 2), f(4) = (1; 1) et f(5) = (2; 0) et
. Le 
ouple (p; q) se trouve sur la diagonalenuméro p + q, il est même le (p + 1)ème élément de la diagonale ave
 la numérotation 
hoisie,et on a déjà numéroté 1 + 2 + · · · + (p + q) éléments sur les diagonales pré
édentes, soit
(p + q)(p + q + 1)

2
éléments. Autrement dit, on a f(n) = (p; q) pour n =

(p + q)(p + q + 1)

2
+p(
ommen
e à numéroter à 0, 
e qui explique qu'on ajoute p et pas p + 1 à la �n). On a don
dé
rit la ré
iproque de la bije
tion f (je laisse les plus 
ourageux véri�er que 
'est bien unebije
tion).5. En fait, l'idée est la même que pour N2 puisque Q est � plus petit � que N2 : on peut toujoursreprésenter un rationnel par un 
ouple d'entiers (le numérateur et le dénominateur de la fra
-tion) sauf qu'on impose en plus que la fra
tion en question ne soit pas simpli�able. Il su�tdon
 de reprendre le prin
ipe de la numérotation pré
édente, mais en sautant tous les 
ouples1




orrespondant à des fra
tions déjà numérotées (ainsi, on attribuera un numéro au 
ouple (1; 1)mais pas au 
ouple (2; 2), ni à (3; 3) et
.). Trouver une formule expli
ite pour 
ette bije
tionest impossible, et justi�er 
orre
tement que ça fon
tionne bien est déli
at. On se 
ontenteradon
 d'admettre que le résultat est e�e
tivement raisonnable.6. Pour le fait que N n'est pas équipotent à R, il faut passer par un raisonnement par l'absurde.Supposons don
 qu'il existe une bije
tion f qui � numérote � tous les réels. Un réel peut s'é
riresous forme dé
imale, ave
 éventuellement une in�nité de 
hi�res après la virgule (
ette é
riturepose en fait quelques problèmes théoriques que nous allons passer sous silen
e). Notons don
 x1l'image de 0 par f , qui sera don
 pour nous un nombre dé
imal, x2 l'image de 1, x3 l'image de
2 et
. Construisons désormais un nouveau nombre dé
imal x de la façon suivante : x = 0, . . . ,en 
hoisissant 
omme première dé
imale un 
hi�re di�érent de la première dé
imale de x1 (onpeut 
ertainement, puisqu'il y a 10 
hi�res possibles pour 
haque dé
imale !), 
omme deuxièmedé
imale un 
hi�re di�érent de la deuxième dé
imale de x2, 
omme troisième dé
imale un
hi�re di�érent de la troisième dé
imale de x3 et
. Un tel nombre x est 
ertainement di�érentde x1 (ils ont au moins une dé
imale di�érente), de x2, x3, et de tous les xi. Con
lusion, 
enombre x n'a pas d'anté
édent par f , qui ne peut don
 pas être surje
tive, et en
ore moinsbije
tive, 
e qui est absurde ! Cet argument est 
onnu sous le nom de � diagonale de Cantor �.7. C'est très très bête, puisqu'il su�t de 
onstater que la fon
tion f : x 7→ 10x e�e
tue unebije
tion de [0; 1] sur [0; 10], 
e qui est à peu près évident (sa ré
iproque est f−1 : x 7→

x

10
.8. Là, 
'est un peu plus 
ompliqué, et j'aurais nettement mieux fait de vous faire 
her
her unebije
tion de ]0; 1[ (intervalle ouvert, don
) dans R (le fait de rajouter les points 0 et 1 ne 
hangeen fait essentiellement rien). Une fon
tion dont la représentation graphique ressemble à 
e
iest un 
andidat parfait à 
e r�le :
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−49. Dessinez le demi-
er
le sur une feuille, la droite un peu en-dessous, et pla
ez le 
entre O dudemi-
er
le. On 
onsidère ensuite l'appli
ation suivante : à un point P du demi-
er
le, onasso
ie le point de la droite qui est sur la droite (OP ). Il n'est pas très dur de se 
onvain
reque 
ette appli
ation est bije
tive (en ex
luant les deux points extrêmes du demi-
er
le).
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