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I. Etude de f.

1. En effet, f est définie sur R (ce qui se trouve sous la racine est toujours supérieur ou égal a 1),
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et f(-w) = V14 (—z)2 B V14 22

2. La fonction f est dérivable et méme C° sur son ensemble de définition, et comme f(x) =

= f(x), donc f est paire.
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(1 —i—a:z)_%, fl(x)=—=x(2z) x (1 +x2)_% = ——— . Cette dérivée est toujours du signe
2 (1+a2)2
opposé a celui de z, donc la fonction f est strictement croissante sur | — oo; 0], et strictement
décroissante sur [0; +o00[. Elle a pour maximum f(0) = 1.

3. Sans difficulté aucune, on obtient lil}_l f(x) =0, puisque lil}_l V1+ 22 = +o0.
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4. Au vu des deux questions précédentes, f est bornée par 0 et 1 sur [0; +o00[. La fonction étant
paire, ces bornes sont en fait valables sur R tout entier.

5. Voici Pallure de la courbe :

6. La fonction f étant strictement croissante sur [0; +o00], elle y est bijective, et les calculs préce-
dents montrent que l'intervalle image est J =]0;1].
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7. Si f(x) =y, alors — = V1 + 22, donc — =1+ 22, et 22 = — — 1. Comme z doit étre positif,
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on en déduit que x = —2—1:73/.
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8. La fonction f~! est définie sur ]0;1] par f~!(y) = A

Y

II. Calcul d’aire

1. En effet, si z > 0, c’est clair. Sinon, on cherche & prouver que —x < Vz2+1, ce qui est
équivalent puisque les deux membres sont positifs en supposant x < 0 a l'inégalité 22 < 22 + 1,
qui est indiscutablement vraie. La fonction F' est donc définie sur R.



III.

. La fonction F est C* sur R, de dérivée F'(z) =

2
1+2\/;§—+1 B Vi + 1+
r+vVaZ+1 Va4 1(z+ Va2 +1)

= f(z). La fonction F' est bien une primitive de f.
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. Calculons F(—x) = In(—z++/(—2)? + 1) = In(v22 + 1—2). Or, via multiplication par la quan-
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tité conjuguée, Va2 +1—x = = ;donc F(—z) =In —— =
e Va+1l+z Val+l+ax =2) 2+ 1+a

—In(vVa?+ 14 x) = —F(x), et la fonction F' est impaire.

. Encore un calcul qui ne devrait pas poser de probléme : ce qui se trouve dans le In tend vers

+00, donc liril F(z) = +o00. La fonction F' étant impaire, on a donc lim F(x) = —oc.
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. Par définition de lintégrale, A(A) = F(2\) — F(A\) = In(2A + V4 X2 + 1) —In(A + VA2 + 1) =
A+ VAN + 1 At At

In . Cherchons la limite de ce quotient, qui est égal lorsque A > 04

A+ VAT A1+ L

2+ /4 + &
S 2+ V4 _ 4 =2, donc lim A(\) =In2.

. Tout ceci converge vers =
1+4/1+ 3%

1+v1 2 A +o00
Etude de la suite (u,).

. Calculons donc up = /1 f(z)dz = F(1)—F(0) = In(14++v1+ 1)=In(04++0 + 1) = In(1+/2).
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.Onaus= / Nt Essayons donc, comme nous le suggére aimablement 1’énoncé, une IPP
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u(z) =z V(1) = ———
en posant @) (@) 22 +1 , pour obtenir uz = [22Vx2 + 1](1)—/ 2e\/ 22+ 1=
W(x)=2x wv(r)=vz*+1 0
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. Pout tout = € [0; 1], et pour tout entier n, 2"+ < 2", donc " f(z) < 2™ f(z), et en intégrant

l'inégalité u,+1 < uy, donc la suite (u,) est décroissante.

. Comme de plus (u,) est l'intégrale d’une fonction positive, donc positive, la suite est décrois-

sante minorée par 0, et converge donc.

1
. 11 suffit de rappeler que 0 < f(z) < 1, donc 2" f(z) < =™ sur [0;1], et u, < / " dx =
0

xn—l—l 1 _ 1
n+1l], n+1

. Un petit coup de théoréme des gendarmes pour achever l'exercice, la suite (u,) converge vers

0.



