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ome 2004I. Etude de f .1. En e�et, f est dé�nie sur R (
e qui se trouve sous la ra
ine est toujours supérieur ou égal à 1),et f(−x) =
1

√

1 + (−x)2
=

1√
1 + x2

= f(x), don
 f est paire.2. La fon
tion f est dérivable et même C∞ sur son ensemble de dé�nition, et 
omme f(x) =

(1+x2)−
1

2 , f ′(x) = −1

2
× (2x)× (1+x2)−

3

2 = − x

(1 + x2)
3

2

. Cette dérivée est toujours du signeopposé à 
elui de x, don
 la fon
tion f est stri
tement 
roissante sur ] −∞; 0], et stri
tementdé
roissante sur [0;+∞[. Elle a pour maximum f(0) = 1.3. Sans di�
ulté au
une, on obtient lim
x→+∞

f(x) = 0, puisque lim
x→+∞

√
1 + x2 = +∞.4. Au vu des deux questions pré
édentes, f est bornée par 0 et 1 sur [0;+∞[. La fon
tion étantpaire, 
es bornes sont en fait valables sur R tout entier.5. Voi
i l'allure de la 
ourbe :
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0

1

6. La fon
tion f étant stri
tement 
roissante sur [0;+∞[, elle y est bije
tive, et les 
al
uls pré
é-dents montrent que l'intervalle image est J =]0; 1].7. Si f(x) = y, alors 1

y
=

√
1 + x2, don
 1

y2
= 1 + x2, et x2 =

1

y2
− 1. Comme x doit être positif,on en déduit que x =

√

1

y2
− 1 =

√

1 − y2

y
.8. La fon
tion f−1 est dé�nie sur ]0; 1] par f−1(y) =

√

1 − y2

y
.II. Cal
ul d'aire1. En e�et, si x > 0, 
'est 
lair. Sinon, on 
her
he à prouver que −x <

√
x2 + 1, 
e qui estéquivalent puisque les deux membres sont positifs en supposant x < 0 à l'inégalité x2 < x2 +1,qui est indis
utablement vraie. La fon
tion F est don
 dé�nie sur R.1



2. La fon
tion F est C∞ sur R, de dérivée F ′(x) =
1 + 2x

2
√

x2+1

x +
√

x2 + 1
=

√
x2 + 1 + x√

x2 + 1(x +
√

x2 + 1)
=

1√
x2 + 1

= f(x). La fon
tion F est bien une primitive de f .3. Cal
ulons F (−x) = ln(−x+
√

(−x)2 + 1) = ln(
√

x2 + 1−x). Or, via multipli
ation par la quan-tité 
onjuguée, √x2 + 1− x =
x2 + 1 − x2

√
x2 + 1 + x

=
1√

x2 + 1 + x
; don
 F (−x) = ln

1√
x2 + 1 + x

=

− ln(
√

x2 + 1 + x) = −F (x), et la fon
tion F est impaire.4. En
ore un 
al
ul qui ne devrait pas poser de problème : 
e qui se trouve dans le ln tend vers
+∞, don
 lim

x→+∞
F (x) = +∞. La fon
tion F étant impaire, on a don
 lim

x→−∞
F (x) = −∞.5. Par dé�nition de l'intégrale, A(λ) = F (2λ) − F (λ) = ln(2λ +

√
4λ2 + 1) − ln(λ +

√
λ2 + 1) =

ln
2λ +

√
4λ2 + 1

λ +
√

λ2 + 1
. Cher
hons la limite de 
e quotient, qui est égal lorsque λ > 0 à 2λ + λ

√

4 + 1

λ2

λ + λ

√

1 + 1

λ2

=

2 +
√

4 + 1

λ2

1 +
√

1 + 1

λ2

. Tout 
e
i 
onverge vers 2 +
√

4

1 +
√

1
=

4

2
= 2, don
 lim

λ→+∞
A(λ) = ln 2.III. Etude de la suite (un).1. Cal
ulons don
 u0 =

∫

1

0

f(x) dx = F (1)−F (0) = ln(1+
√

1 + 1)−ln(0+
√

0 + 1) = ln(1+
√

2).Puis u1 =

∫

1

0

x√
1 + x2

dx = [
√

1 + x2]10 =
√

2 − 1.2. On a u3 =

∫

1

0

x3

√
1 + x2

. Essayons don
, 
omme nous le suggère aimablement l'énon
é, une IPPen posant 





u(x) = x2 v′(x) =
x√

x2 + 1
u′(x) = 2x v(x) =

√
x2 + 1

, pour obtenir u3 = [x2
√

x2 + 1]10−
∫

1

0

2x
√

x2 + 1 =

√
2 −

[

2

3
(x2 + 1)

3

2

]1

0

=
√

2 − 4
√

2

3
+

2

3
=

2 −
√

2

3
.3. Pout tout x ∈ [0; 1], et pour tout entier n, xn+1 6 xn, don
 xn+1f(x) 6 xnf(x), et en intégrantl'inégalité un+1 6 un, don
 la suite (un) est dé
roissante.4. Comme de plus (un) est l'intégrale d'une fon
tion positive, don
 positive, la suite est dé
rois-sante minorée par 0, et 
onverge don
.5. Il su�t de rappeler que 0 < f(x) 6 1, don
 xnf(x) 6 xn sur [0; 1], et un 6

∫

1

0

xn dx =

[

xn+1

n + 1

]1

0

=
1

n + 1
.6. Un petit 
oup de théorème des gendarmes pour a
hever l'exer
i
e, la suite (un) 
onverge vers

0.
2


