
Devoir Maison n�5 : 
orrigéECE3 Ly
ée Carnot29 janvier 2010Exer
i
e 11. Pour x =
1

2
, on obtient f(y) =

1

2
y

(

3

2
− y

)

=
3

4
y − 1

2
y2. C'est une fon
tion du se
onddegré, représentée par une parabole, et atteignant son minimum en y =

3

4
, ave
 f

(

3

4

)

=

9

16
− 1

2
× 9

16
=

9

32
. La 
ourbe ressemble à 
e
i :

0 1−1

0

1

−12. Le plus simple est de tout développer avant de dériver : f(x, y) = 2xy − x2y − xy2, don

∂f

∂
(x, y) = 2y − 2xy − y2 ; ∂f

∂y
(x, y) = 2x − x2 − 2xy ; ∂2f

∂x2
(x, y) = −2y ; ∂f

∂y∂x
(x, y) =

∂2f

∂x∂y
(x, y) = 2 − 2x − 2y ; en�n, ∂2f

∂y2
(x, y) = −2x.3. Un point 
ritique devra véri�er les deux équations 2y − 2xy − y2 = 0 et 2x − x2 − 2xy = 0.La première équation se fa
torise en y(2 − 2x − y) = 0. Au vu du domaine de dé�nition dela fon
tion, la possibilité y = 0 est é
artée, et on a don
 y = 2 − 2x. De même, la deuxièmeéquation se simpli�e en x = 2 − 2y. En substituant, on obtient x = 2 − 4 + 4x = 4x − 2, don


3x = 2 et x =
2

3
, puis y = 2 − 4

3
=

2

3
. Con
lusion : le seul point 
ritiqee de la fon
tion f est

(

2

3
;
2

3

).4. Cal
ulons don
 en partant pour 
ommen
er du membre de droite : 1

4

(

y − 2

3

)2 (

y − 8

3

)

−

y(x +
1

2
y − 1)2 =

1

4

(

y2 − 4

3
y +

4

9

)(

y − 8

3

)

− y

(

x2 +
1

4
y2 + 1 + xy − 2x − y

)

=
1

4
y3 − 2

3
y2 − 1

3
y2 +

8

9
y +

1

9
y − 8

27
− yx2 − 1

4
y3 − y − xy2 + 2xy + y2

= −yx2 − xy2 + 2xy − 8

27
= xy(2 − y − x) − 8

27
, 
e qui prouve l'égalité demandée.1



5. En 
onstatant que f

(

2

3
,
2

3

)

=
2

3
×2

3
×2

3
=

8

27
, et qu'au vu du 
al
ul pré
édent, f(x, y)− 8

27
6 0sur le domaine de dé�nition de f (y − 8

3
y est toujours négatif, et y toujours positif, don
 onadditionne deux nombres négatifs), on peut 
on
lure que le point 
ritique est un maximumpour la fon
tion f .Exer
i
e 21. Le plus simple est de poser h(x) = x − ln x, dé�nie et dérivable sur R

∗

+, de dérivée 1 − 1

x
.La fon
tion h est dé
roissante sur ]0; 1] et 
roissante ensuite, elle atteint don
 pour minimum

h(1) = 1, 
e qui prouve qu'elle est toujours stri
tement positive. Autrement dit, ∀x > 0,
x − ln x > 0 et Df =]0;+∞[.2. On a f(x) ∼

0

ln x

− ln x
= −1, don
 lim

x→0
f(x) = −1, 
e qui permet de prolonger f par 
ontinuitéen posant f(0) = −1.3. Au
un problème sur ]0;+∞[, où f ′(x) =

1 − ln x
x

− ln x + ln x
x

(x − ln x)2
=

1 − ln x

(x − ln x)2
. La fon
tion f est
ontinue sur R+, de dérivée 
ontinue sur R

∗

+, et f ′(x) ∼
0

− ln x

(− ln x)2
= − 1

lnx
, don
 lim

x→0
f ′(x) = 0.On peut appliquer le théorème de prolongement C1 et en déduire que f est dérivable en 0 etque f ′(0) = 0.4. On a en f(x) ∼

+∞

ln x

x
qui tend vers 0 par 
roissan
e 
omparée, don
 la 
ourbe de f admetl'axe des abs
isses pour asymptote horizontale en +∞.5. La dérivée de f est du signe de 1 − ln x, et s'annule don
 quand ln x = 1, 
'est-à-dire pour

x = e. Comme f(e) =
ln e

e − ln e
=

1

e − 1
, on obtient le tableau suivant :

x 0 e +∞
f ′(x) 0 + 0 −

f(x)

−1

��
�

�

1

e − 1HHHj 06. La fon
tion g est C∞ sur R
∗

+, et g′(x) = 2x−ln x−1− 1

x
, puis g′′(x) = 2− 1

x
+

1

x2
=

2x2 − x + 1

x2
.Le numérateur de la dérivée se
onde est un trin�me de dis
riminant ∆ = 1 − 8 = −7, don
 
etrin�me est toujours positif. La fon
tion g′′ étant positive, g est don
 
onvexe sur R

∗

+.7. Puisque g est 
onvexe, g′ est 
roissante sur R
∗

+. Or, on 
onstate que g′(1) = 2−0−1−1 = 0. Ilest alors fa
ile de dresser le tableau de variations de g, sa
hant que g(1) = 1, et que les limitesde g en 0 et en +∞ valent +∞ (
al
uls fa
iles) :
x 0 1 +∞

g′(x) − 0 +

f(x)

+∞
@

@
@R

1

��
�

�

+∞

2



8. En 
onstatant que f(x) = x ⇔ ln x

x − ln x
− x2 − x ln x

x − ln x
= 0 ⇔ −g(x)

x − ln x
= 0, et que g ne s'annulejamais au vu de son tableau de variations, on 
on
lut aisément que l'équation f(x) = x n'apas de solution.Exer
i
e 3Posons f(x) =

1

2
(x2 − 4). La fon
tion f est dé�nie et C∞ sur R, de dérivée f ′(x) = x. Elle estdon
 stri
tement dé
roissante sur R− et 
roissante sur R

+, atteignant un minimum en 0 de valeur
f(0) = −2. De plus, f(x) = x ⇔ 1

2
(x2−4) = x ⇔ x2−2x−4 = 0, équation de dis
riminant ∆ = 20,admettant don
 deux solutions x1 =

2 −
√

20

2
= 1 −

√
5, et x2 =

2 +
√

20

2
= 1 +

√
5. On remarquepar ailleurs que f s'annule pour x = −2 et x = 2. On peut don
 établir le tableau de variationssuivant :

x −∞ x1 0 x2 +∞

f(x)

+∞HHHj
x1HHHj−2

�*��

x2

�*��

+∞

Ou mieux, faire le dessin suivant :

0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

2

3

4

−1

−2La séparation des 
as à étudier pour la 
onvergen
e de la suite ré
urrente n'est pas très simple àfaire, 
ar on a malheureusement peu d'intervalles intéressants. Notamment, l'intervalle [x1;x2] n'estpas stable, puisque la fon
tion f y atteint des valeurs plus petites que x1, en parti
ulier son minimum
−2. Il existe tout de même un intervalle stable intéressant au vu des remarques e�e
tuées plus haut :
[−2; 0]. Examinons en détail tous les 
as possibles pour u0 :

• si u0 = x1 ou u0 = x2, la suite est 
onstante (et 
onverge don
 vers x1 ou x2).
• si u0 > x2, tous les termes de la suite seront plus grands que x2 (l'intervalle [x2; +∞[ eststable), et la suite sera 
roissante puisque f(x) > x sur 
et intervalle. Comme elle ne peut
onverger vers x1 ou x2 sous 
es hypothèses, on aura lim

n→+∞

un = +∞.
• passons tout de suite au 
as où x1 < u0 < 0, les autres 
as se ramenant tous ou presque à
elui-
i ou au pré
édent. En remarquant que f(] − 2;x1[) =]x1; 0[ et f(]x1; 0[) =] − 2;x1[, onprouve par ré
urren
e que tous les termes d'indi
e pair de la suite appartiennent à l'intervalle3



]x1; 0[, et tous les termes d'indi
e impair à ]−2;x1[. Un petit dessin en forme d'es
argot permetde se 
onvain
re que les termes pairs se rappro
hent de 0 et les termes impairs de −2, mais
'est loin d'être fa
ile à prouver ! En fait, le plus simple est en
ore de prouver que (u2n) (suite
onstituée des termes pairs) est 
roissante et (u2n+1) (suite 
onstituée des termes impairs)est dé
roissante. Par 
onvergen
e monotone, les deux suites 
onvergent alors, et ne peuvent
onverger que vers un réel véri�ant f(f(x)) = x (pour les mêmes raisons qui font que la limiteéventuelle d'une suite ré
urrente est un point �xe de la fon
tion dé�nissant la ré
urren
e). Restetout à prouver la monotonie de 
es deux suites. Faisons-le par exemple pour les termes pairs. Onveut en fait prouver que, si u2n ∈]x1; 0[ u2n+2 > u2n. Or, u2n+2 = f(u2n+1) =
1

2
u2

2n+1 − 2 =

1

2

(

1

2
u2

2n − 2

)2

− 2 =
1

2

(

1

4
u4

2n − 2u2
2n + 4

)

− 2 =
1

8
u4

2n − u2
2n. Si on veut 
omparer 
ettevaleur à u2n, le mieux est de 
al
uler la di�éren
e u2n+2 − u2n =

1

8
u4

2n − u2
2n − u2n. Posonsdon
 P (x) =

1

8
x4 − x2 − x, 
e polynome s'annule pour x = 0, mais aussi pour x = x1, x = x2et x = −2 (en e�et, 
es quatre valeurs sont 
elles des réels véri�ant f(f(x)) = x. On en déduitque P (x) =

1

8
x(x− 1 +

√
5)(x− 1−

√
5)(x + 2). Con
lusion, via un petit tableau de signe, ontrouve que u2n+2 − u2n est positif sur ]1 −

√
5; 0[ (et a

essoirement sur [1 +

√
5;+∞[ et sur

]−∞;−2]), 
e qui nous permet de prouver la 
roissan
e de (u2n). Elle 
onverge don
, et 
e nepeut être que vers 0. De même, (u2n+1) est dé
roissante et 
onverge vers −2. La suite (un) estdon
 bien sûr divergente.
• si −2 < u0 < x1, le même phénomène se produit, si 
e n'est que 
e sont 
ette fois-
i les termespairs qui se rappro
hent de −2 et les impairs de 0.
• si 0 < u0 < 2, on aura −2 < u1 < 0, et on peut alors appliquer l'étude pré
édente. Il y asimplement un 
as très parti
ulier qui peut se produire : si u0 = −x1 =

√
5− 1, alors u1 = x1,et la suite est stationnaire (tous les termes sauf u0 sont égaux à x1). Sinon, les termes pairs etimpairs de la suite 
onvergeront vers 0 et −2.

• les valeurs initiales u0 = −2, u0 = 0 et u0 = 2 donnent des suites très parti
ulières puisqu'ellesvont être périodiques, prenant alternativement les valeurs 0 et −2 (à partir de u1 dans le 
asoù u0 = 2).
• si 2 < u0 < x2, une petite ré
urren
e permet de prouver que tous les termes de la suite sontdans l'intervalle [−2;x2[ (qui est un intervalle stable par f). On peut même dire que la suiteva �nir par prendre des valeurs dans l'intervalle [−2; 2]. En e�et, si 
e n'était pas le 
as (unpetit raisonnement par l'absurde), la suite prendrait toutes ses valeurs dans ]2;x2[, et seraitalors dé
roissante (puisque f(x) < x sur 
et intervalle). Comme elle est par ailleurs minorée,elle devrait 
onverger, 
e qui ne serait pas possible puisqu'il n'y a pas l'ombre d'un point�xe de f dans 
et intervalle (on ne peut pas 
onverger vers x2 en dé
roissant si on part d'un

u0 stri
tement inférieur à x2). Con
lusion : quitte à attendre assez longtemps, on �nira partrouver un terme de la suite dans [−2; 2], et on pourra appliquer l'étude du troisième 
as pouren déduire la 
onvergen
e des termes pairs et impairs vers 0 et −2. Du moins dans presque tousles 
as... On aura en e�et quelque 
hose de très di�érent si notre premier terme appartenant à
[−2; 2] est égal à −x1 (ou x1 mais dans 
e 
as 
e ne sera pas le premier à être dans [−2; 2]),puisque la suite sera alors stationnaire ! Cela se produit par exemple si f(u0) =

√
−1, soit

u2
0−4 = 2(

√
5−1), don
 u0 =

√

2(
√

5 + 1). La valeur que nous venons de 
al
uler a elle-mêmeun anté
édent dans l'intervalle [0;x2[ qui donnera une suite stationnaire et ainsi de suite. Ilexiste en fait une in�nité de valeurs de u0 dans 
et intervalle pour lesquelles la suite 
onvergevers x1 en stationnant, et on ne peut pas les 
al
uler simplement. D'autres valeurs un peuparti
ulières sont 
elles pour lesquelles le premier terme appartenant à [−2; 2] est égal à 2(ou à 0 ou à −2 mais dans 
e 
as 
e ne sera pas le premier à être dans [−2; 2]), 
ar la suitedevient alors périodique ! Malheureusement il y a à nouveau un paquet de valeurs de u0 pourlesquelles 
ela se produit (une in�nité...) et elles ne sont pas plus évidentes à déterminer. En4



fait, 
onstatons qu'on aura u1 = 2 si 1

2
(u2

0 − 4) = 2, don
 u2
0 = 8, soit u0 =

√
8 (et aussi

u0 = −
√

8, mais ça n'appartient pas à l'intervalle que nous étudions i
i). Ensuite, on peut
her
her les valeurs de u0 pour lesquelles u2 = 2, 
'est-à-dire u1 =
√

8, don
 on 
her
he lesanté
édents de √
8 par f , puis on peut 
her
her les anté
édents de 
ette nouvelle valeur par fet
. On 
onstruit ainsi une suite de valeurs pour lesquelles la suite �nira par être périodique.

• en�n, si u0 < −2, la fon
tion f étant paire, u1 (et tous les termes suivants) prend la mêmevaleur que si on partait d'un u0 > 2 qui est l'opposé de notre valeur initiale. On peut don
appliquer les études pré
édentes. Si u0 < −x2, la suite diverge vers +∞. Si u0 = −x2 la suiteest stationnaire égale à x2 à partir de u1. Si −x2 < u0 < −2, les termes pairs et impairs serappro
heront de 0 et −2, sauf pour une petite in�nité de valeurs qui sont les opposés de 
ellesque nous n'avons pas pu déterminer 
i-dessus, qui donneront une suite stationnaire en x1, oupériodique.
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