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i
e 11. Non, 
e n'est pas vrai dans Z, n est toujours stri
tement supérieur, par exemple, à n − 1. Par
ontre, 
e serait vrai ave
 n et p dans N (il su�t de prendre n = 0).2. Non, 
'est 
omplètement faux. Si x 6 0, on ne peut pas trouver de y ∈ R tel que x = ey(puisque ey > 0), don
 en
ore moins ave
 y > 0. Ce qui est vrai 
'est que ∀x ∈ R, ∃y > 0,
ex = y.3. Oui, ça 
'est vrai, 
ela signi�e que la fon
tion ln peut prendre des valeurs aussi petites que l'onveut, et 
'est en e�et le 
as (à 
ause de la limite égale à −∞ en 0). Si on veut être plus pré
is,
ln(ea − 1) < ln(ea) = a, don
 x = ea − 1 
onvient.4. Non, si on n'interdit pas à x et y d'être égaux (et même à y d'être inférieur à x), ça ne peutpas mar
her. Un 
ontre-exemple fa
ile : x = y = 0.5. Oui, ça 
'est vrai, mais 
e n'est pas si fa
ile que ça à justi�er. Prenons un entier naturel (nonnul) n tel que 1

n
< a (il en existe, par exemple n = Ent

(

1

a

)

+ 1), alors il existe un entiernaturel p tel que p

n
∈]
√

2;
√

2 + a[. En e�et, pour p su�samment grand, p

n
�nit par être plusgrand que √

2. Notons don
 p0 le plus grand entier tel que p0

n
6

√
2. On a don
 p0 + 1

n
>

√
2,mais aussi p0 + 1

n
<

√
2 + a, sinon on aurait p0 + 1

n
− p0

n
>

√
2 + a −

√
2, 
'est-à-dire 1

n
> a,
e qui 
ontredit notre 
hoix pour l'entier n.Exer
i
e 21. Une question très tranquille pour 
ommen
er : Df = R

∗

+.2. On a lim
x→+∞

x2 = +∞ et lim
x→+∞

3−2 ln x = −∞, don
 lim
x→+∞

f(x) = −∞. En 0, 
'est un tout petitpeu plus 
ompliqué, on remarque que f(x) = 3x2−2x2 ln x, et lim
x→0

3x2 = 0, et lim
x→0

−2x2 ln x = 0(par 
roissan
e 
omparée), don
 lim
x→0

f(x) = 03. On n'a pas vraiment d'autre 
hoix que de dériver (en général, 
'est le 
as quand on a unproduit). On admet sans sour
iller la dérivabilité sur R
∗

+ et on 
onstate que f ′(x) = 2x(3 −
2 ln x) − 2x2 × 1

x
= 6x − 4x ln x − 2x = 4x(1 − lnx). Comme on est sur R

∗

+, seul 
ompte lesigne de la parenthèse, et 1− ln x > 0 ⇔ ln x 6 1 ⇔ x 6 e. La fon
tion f est don
 stri
tement
roissante sur ]0; e], et stri
tement dé
roissante sur [e; +∞[. Elle atteint un maximum globalen e, de valeur f(e) = e2(3 − 2 ln(e)) = e2 ≃ 7, 39.4. Pour a = 1, on a f(a) = 12(3 − 2 ln 1) = 3 et f ′(1) = 4(1 − ln 1) = 4, don
 la tangente a pouréquation y = 4(x − 1) + 3 = 4x − 1.5. On a f(x) = 0 si x2 = 0 (mais ça n'arrivera pas sur R
∗

+) ou si 3 − 2 ln x = 0, 
'est-à-dire si
x = e

3

2 ≃ 4, 48. 1



6. Cette équation ne risque pas d'avoir de solution sur ]0; e], où la fon
tion est positive puisquepartant de 0 et stri
tement 
roissante. Ensuite, la fon
tion est stri
tement dé
roissante, et passepar −1 puisqu'elle a pour limite −∞ en +∞. Il y a don
 bien une unique solution à l'équation
f(x) = −1 (pour bien justi�er les 
hoses, il faut utiliser le théorème des valeurs intermédiaires,que nous reverrons plus tard dans l'année).7. On a f(x) − g(x) = 3x2 − 2x2 ln x − 3x2 = −2x2 ln x, qui est du signe opposé à 
elui de ln x.La 
ourbe représentative de f est don
 au-dessus de la 
ourbe de g sur l'intervalle ]0; 1], eten-dessous sur [1;+∞[. les deux 
ourbes se 
oupent au point de 
oordonnées (1; 3).8. Voi
i le graphique demandé (les deux 
ourbes et la tangente) :
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i
e 3Commençons par donner le domaine de dé�nition de g, 
e qui né
essite de résoudre l'équation
x2 − 8x + 15 = 0. Ce trinome a pour dis
riminant ∆ = 64 − 60 = 4, et admet deux ra
ines réelles
x1 =

8 − 2

2
= 3, et x2 =

8 + 2

2
= 5. On a don
 Df = R\{3; 5}.On peut maintenant obtenir fa
ilement le signe du quotient situé à l'intérieur de la valeur absolue :

x 1 3 5

x − 1 − 0 + + +

x2 − 8x + 15 + + 0 − 0 +
x−1

x2
−8x+15

− 0 + − +Il su�t maintenant d'étudier les variations du quotient sans valeur absolue pour obtenir fa
ilement
elles de g : le signe et le sens de variation vont 
hanger sur les intervalles où le quotient est négatif,et rester identiques sur 
eux où il est positif. Notons don
 h(x) =
x − 1

x2 − 8x + 15
, et dérivons : h′(x) =

x2 − 8x + 15 − (2x − 8)(x − 1)

(x2 − 8x + 15)2
=

−x2 + 2x + 7

(x2 − 8x + 15)2
. Seul le signe du numérateur nous intéresse, 
'estun trinome de dis
riminant ∆ = 4 + 28 = 32, qui admet deux ra
ines réelles x3 =

−2 −
√

32

−2
=

1+2
√

2, et x2 =
−2 +

√
32

−2
= 1−2

√
2. Si on est 
ourageux, on 
her
he à 
al
uler les images par h de
es deux valeurs : h

(

1 + 2
√

2
)

=
2
√

2

(1 + 2
√

2)2 − 8(1 + 2
√

2) + 15
=

2
√

2

1 + 4
√

2 + 8 − 8 − 16
√

2 + 15
=2



2
√

2

16 − 12
√

2
=

1

4
√

2 − 6
≃ −2, 91. De même, on obtient f(1 − 2

√
2) = − 1

4
√

2 + 6
≃ −0, 09 (on auradu mal à voir 
ette valeur sur le graphique mais 
'est la vie).Reste à gérer le sou
i des limites. En fait, en
ore une fois, il su�t de 
al
uler les limites de h etde 
hanger éventuellement le signe. Quand x tend vers +∞ ou −∞, on 
onstate que la limite vaut 0(je ne détaille pas les 
al
uls, 
omme on reverra les limites plus tard au 
ours de l'année, on sera plusà l'aise ave
 
e genre de 
al
uls à 
e moment-là). De même, les limites quand x tend vers 3 ou 5 (que
e soit par valeurs inférieures ou supérieures) sont toujours in�nies, don
 les limites 
orrespondantespour g seront toutes égales à +∞. Voi
i don
 le tableau de variations 
omplet de g :

x −∞ 1 − 2
√

2 1 3 1 + 2
√

2 5 +∞

h(x) 0
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0Et pour 
on
lure, voi
i la 
ourbe représentative de g (asymptotes en pointillés et extrema soulignéspar une double �è
he) :
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