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Exercice 1 (Ecricome 2005)

! e 2 e?—1
1. Pour Iy, c’est un calcul direct : Iy = / e dy = [ ] = =
0

-2 1, —2
1 6_2 Z ~ . ” . .
3" 5 Pour [, on peut procéder a une intégration par parties en posant
—2z
w(z) =1—z;0'(z) = e et doncv/(z) = —letv(z) = , ce qui donne

1 o2 1 1 -2 1 1 !
I:/ 1—xe_2$=[1—x ]—/ dx————/ e 2 dy =
= [ = lanS | - [ =g

1 1 I 1 e? 1+4e?

2 2'" 271" 171

2. Comme 1 —x € [0;1] si # € [0;1], on aura (1 —z)"™ < (1 — x)
intervalle d’intégration [0;1], d’ou (1 — x)" e 2 < (1 — z)e et on
en déduit en intégrant I'inégalité que I,.1 < I,. La suite ([,) est donc
décroissante.

3. La fonction intégrée étant positive, I,, > 0.
4. La suite est décroissante et minorée par 0, elle converge donc.

5. La fonction g est décroissante sur R (et donc en particulier sur [0; 1]), donc
on peut majorer g sur [0; 1] par g(0) = 1.

6. Par intégration d’inégalités, on déduit du résultat précédent que I, <

/01(1 —a)dz = [—(1 - x)nﬂr _—

n+1 |, n+1
7. C’est une application évidente du théoréme des gendarmes.

8. Posons donc u(x) = (1—2)" et v'(z) = 2%, ce qui donne v/(z) = —(n+
—2x —2z71 1
e A R R
—2 —2x]y  Jo
—2z 1 1 1 1 1
1)(1—@"6 de=0—|—¢ _ne / (1—z)"e *dx = SNt I,.
;) 2 2/, 2 2

L’égalité demandée en découle en multipliant tout par 2.
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9. On peut réécrire le résultat précédent sous la forme nin =1— 1, — 21,,1;.
En utilisant la convergence de (I,,) vers 0, le membre de droite de cette

égalité tend vers 1, donc liril nl, = 1.

10. Toujours en reprenant 1’égalité de la question 8, on anl,—1 = —1,—21[, 4,
donc n(nl, — 1) = —nl, — 2nl, .1 = —nl, — 2(n + 1)1,11 + 21,.1, et le
membre de droite tend vers —3, en utilisant cette fois le résultat de la

question 9.
11. Nous avons donc n(nl, — 1) = =3 4+ &(n), avec liril g(n) = 0. Ou encore
3 3 1 3
nl,—1= ———1—@, puis nl, = 1———1—@, et enfin [,, = ————l—@,
n n n? n?

n n o n
dont on déduit que a=0;b=1¢et c = —3.

Exercice 2 (d’aprés Ecricome Techno 2009)

—e (1 — —T
1. Lafonction f est dérivable sur [0; 1], de dérivée f'(x) = ef(l-z)+e —

(1 —z)?
T La fonction f est donc croissante sur [0; 1[. De plus, lim e " = —
(1 — 37)2 z—1~ (&
et linlail — 2 =07, donc lirilif(:z:) = +00.

2. Au vu du calcul de la question précédente, f'(0) =0, et f(0) =1, donc la
tangente a pour équation y = 1.

3. Pour z = 0, on obtient y = 1, ce qui correspond & la valeur calculée ci-

1 2 2 1\ e
dessus. Pour x = —, on obtient y = ——14+1 = —. Or, — | = =
. 2 VT /e Ve / (2) 3

— = —=. La droite passe donc pas les deux points demandés.
€2 \/E
4. Si la fonction est convexe, sa courbe est en-dessous de ses cordes et au-dessus

de ses tangentes, donc Cy se situe au-dessus de la tangente calculée, et en-

1
dessous de la droite de la question 3 (qui est une corde) sur [0; 3 [, puis

1
au-dessus de cette méme droite sur {5, 1 [ Cela donne 1'allure suivante :



0 1

1 1
. La fonction étant croissante, on a sur f(0) < f(x) < f (§> sut [0; 5],

soit 1 < f(z) < NG Par intégration de cet encadrement sur un intervalle
e
1 | 1
de largeur 2 on obtient bien 5 <7< —.

Ve
2 1 1 — 2 1 — 2 2 1
. Petit calcul : 14+2 4 ’ :( oo+ = vy :
1—2a 1—2a 1—2a 1—=a

—X —T

On a donc f(z) = = (1+x)e ¥ +a? 16_ = (1+x)e "+ a2f(z), et

I’égalité demandée est une simple application de la linéarité de I'intégrale.

(&

. On pose u(z) =1+ x et v'(x) = e ", soit v/(x) =1 et v(x) = —e* pour
1
3

1 1 X
obtenir /2(1 +z)edr = [—(1 + x)e”"]] +/ e Tdr = —56_% +1+
0 0

3 5
. —XT S 1 _ _ 2 1 — 2 - -
e ]O 2y/e e 2/e
pour obtenir/ ?der < I <
0

2
. Reutilisons le fait que 1 < f(z) < 7
1 1
5 ) 333 2 1
x-dx. Or, ridr = | — = L’encadrement souhaité en
\/_ 0

31, 24
découle, et en reprenant le résultat de la question 6, on a alors 2 — W +
1 5 49 5 29
= SI<2- it oy — 5= < I<2- .
24 e 12[ oL T o e 12./e

. La courbe C; étant comprise entre la tangente et la droite de la question 4,
1

1

2 2 2

on a / ldx < I < / 2 (— — 1) x + 1 dz. L'intégrale de gauche vaut
0 0 Ve



L celle de droite vaut | (= —1)a?4a| =+ byl b ]
—, celle dae droite vau —_— — X T = —= — — - = — —.
2 v Je .2/ 42 4 2/

Exercice 3 (d’aprés BL 2008)

1.

Dans le cas d’une loi uniforme, on a simplement n probabilités p; valant
=n

1 1.1 1.1
— chacune, donc H(X) = —Z—ln— = —n X —In— = Inn. Comme
n —~n n non

n?—1

on sait par ailleurs que V(X) = con a 12V(X) + 1 = n?, donc

12
1 1
§1n(12V(X) +1) = §1nn2 =Inn = H(X).

. Dans ce cas, on a deux probabilités valant respectivement p et 1 — p, donc

H(B,) = —plnp—(1—p)In(1—p). De plus, on sait que V(X) = p(1—p).
On a donc H(B,) = —plnp—(1=p)In(1 —p) = p(l —p) = —plnp+(p—
1)(p+In(1 —p)).

. Calculons donc : f'(p) = —lnp—1+p+In(l1—p)+(p—1) (1 — 7> =
1 1 —p—(1—p)+2p(1—p) _

In(1—p)—Inp+2p—1, puis f’(p) = —————+2 =
—1+2p — 2p?
p(1-p)

. Le dénominateur est toujours positif, le numérateur a pour discriminant

—4, il est toujours négatif, donc la fonction f’ est décroissante sur ]0; 1[. De

1 1 1
plus,f’<§>:ln§—§+1—120.

1
On déduit de la question précédente que f’ est positive sur ]0; 5] puis
négative sur [5, 1 [, donc f est croissante puis décroissante, admettant un
1

maximum pour p = —.

2
Quand p =0, p+1In(1 —p) =0, et de plus lir%p Inp = 0 (limite classique),
p—)
donc lin(l)f(p) = 0. De meéme, lin}(p —1)In(1 — p) = 0, et tous les autres
p— p—
termes sont nuls pour p = 1, donc lin% f(p) = 0. Finalement, la fonction f
p—)

ne prend que des valeurs positives, d’ou H(B,) > V(B,).



Probléme (HEC Techno 99)
Premiére partie : Préliminaires

1. La suite (v,) est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique

9
— §x — 5 = 0, dont le discriminant vaut 1 + 2 = 7 et admettant
1,3 1.3
pour racines r = 2—2 =1 et s = 2—2 = —1. On peut donc écrire
1\" 1 5
v, = a+ [ (—§> , les coefficients a et ( vérifiant o — 55 =35 et a +
1 11 8 1 1 16 —1 5
-6 = —. Il suffit donc de constater que = — = x = = ——— = —: et
4 12 9 2 9 18 6
N 33 11
9 4x9 36 12
.. 2(n+ 2 1 1 2 2 1

2. Vérifions : v,19 = Wpi0— % = §wn+1—l—§wn+1—§n—§ = §vn+1+
1X2(n—|—1)+1 +1><2n 2 2 1 +1 +1 +1+1 2 2
—X————— 4 Uyt =X———n—— = =, —Up+-—n+-4+-n——n—— =
2 3 2"7273 3 3 2"t i3ti3T3 3 3
1 +1D1 325t 9411L't()t
—Up, —Up- , = —-—— = — = ——— = —, 1 n
2v+1 21} e plus, vq 573 6e V9 17313 a suite (v,,) es

. . 2 2 8 1 \"

donc bien celle étudiée précédemment, et w,, = vn—l—g = §n+§+§ -5 -

Deuxiéme partie : Etude de la loi de Ty
1. Exemples

(a) Ona Ty = 1sion tire le 2 au premier tirage, et 73 = 2 sinon (probabilité

5 pour chaque). La variable 7} suit donc une loi uniforme sur {1;2},

3 1
—. Pour 75, on

3 :
d’espérance E(T)) = 9 et de variance V(T7) = = 2
aura nécessairement 75 = 2 si on tire le 2 au premier tirage. Sinon,
on aura encore 1o = 2 si on tire le 1 puis le 2, mais 75 = 3 si on

commence par tirer deux fois de suite le numéro 1, ce qui se produit

1 3 1
avec une probabilité 7 On a donc P(T, = 2) = 1 et P(Tp =3) = T
6 3 9 3 1 21
On C&lCU.le E(T2) = Z i = éz],_ E(gf) :34 X Z + 9 X i = Z, dOHC
Ty) = E(T3) — (BE(Ty))?=~— — — = —.
V(D) = B(@) — (BT = — o=

(b) Pour atteindre un total strictement supérieur a 5, il faut tirer au moins
trois numeéros (si on tire trois fois le 2, on aura bien T5 = 3), et au pire
il faudra attendre le sixiéme tirage si on ne tire que des 1. Si X; = 2



est réalisé, on ne peut plus avoir T5 = 6, donc Px,—o(T5 = 6) = 0. La
1
seule combinaison donnant 75 = 3 est 222, donc Px,—o(T5 = 3) = 1

La seule combinaison donnant 75 = 5 sera 2111 (suivi de 1 ou de 2),
donc Px,—»(T5 = 5) = % Enfin, Px,—o(T5 = 4) = g (soit on débute
par 212, soit par 221, soit par 2112).

De méme, on a Px,—1(75 = 3) = 0 (on ne peut pas dépasser 5 en trois

tirages si on commence par un 1); Px,—1(T5 = 6) = 16 (il faut que les

4 1
quatre tirages suivants donnent tous des 1); Px,—1(T5 = 4) = 3= 35

(il faut avoir soit trois 2, soit un 1 et deux 2, peu importe 'ordre, aux
trois tirages suivants); et Px,—1(T5 = 5) = — (il faut avoir soit deux
1 et un 2 lors des trois tirages suivants (peu importe 'ordre) soit trois
1 puis un 2).

(c) 11 suffit d’appliquer la formule des probabilités totales avec le systéme
complet d’événements X; = 1 et X7 = 2, pour obtenir P(T5 = 3) =

1 1 1 1 1 5 1 1 9
?><%+%X07:§;9P(T5=4)=§X§1+§X§1=$;P<1T‘5:5):
§X§+§X1_6:§;etP(T5:6):§XO+§X1_6:3_2'

: 1 9 9 1
O i it ET) =3+ 43y 40 40
s P T g, g,
EVR Pour les plus courageux, V (T5) = To21

(d) On a Px,—1(T5 = 4) = % et P(T5 =4) = %, donc les événements ne
sont pas indépendants. Le fait de savoir que X; = 1 diminue légérement
la probabilité que T5 soit égal a 4 (savoir que X7 = 1 favorise a priori
'apparition de plus grandes valeurs pour T5).

2. Calcul de ’espérance de Ty

(a) 1. La plus grande valeur prise par Ty est N 4+ 1 (si on commence par
tirer N fois le numéro 1). Le plus petite valeur sera M + 1 (si on ne
commence avec M fois des deux, suivis d'un 1 ou d’un 2).

ii. La plus grande valeur est toujours N + 1 (méme raison), et la plus
petite vaut M + 1 (si on ne tire que des 2 sur les M + 1 premiers
tirages, on aura un total de 2M + 2, strictement supérieur & N =
2M +1).



(b) Si le premier tirage a donné 1, on aura Tyio = k si la somme des

(c)

(d)

k — 1 tirages suivant le premier donne pour la premiére fois un entier
strictement supérieur & N +1 (ce qui fera un total strictement supérieur
a N + 2 en ajoutant le 1 initial). Autrement dit, Px,—1(Tni2 = k) =
P(Tny1 = k — 1). De méme, si on commence avec un 2, il faudra
dépasser N sur les k — 1 tirages suivants, soit Py,—o(Tni2 = k) =
P(T,, = k—1). La formule des probabilités totales appliquée au systéme
complet d’événements constitué de X; = 1 et X; = 2 donne alors la
formule souhaitée.

k=N+2
On a E(Tni2) = Z kP(Tny2 = k) (pour simplifier, on commence
k=1
la somme & k = 1 méme si les premiéres valeurs sont nulles), donc
| b= | N2
E(Tyi2) = 5 ]; BP(Tyoa = k= 1)+ ]; kP(Ty =k —1) =
k=N-+1 - k=N-+1 -
L (k+1)P(Tni1 = k)+1 Z (k+1)P(Tn =k) = 1E(T )+
5 - N+1 = 5 - N=R) =g N+1
| B2 | | =N+ .
— P(Tyny=k)+=FE(T — P(Ty =k)==(E(T
3 X Pl =R+gBIn+5 30 Py = k) = 3(E(Tven) +
E(Ty))+1

Au vu des calculs d’espérance de T3 et T5 et de la formule de récurrence
précédente, E(Tx) = wy, ou (w,) est la suite étudiée dans la partie
N
2 8 1 1
préliminaire. On a donc E(Ty) = §N+ 9 + 9 <—§> , ce qui coincide
1
avec la formule de ’énoncé. La partie géométrique de raison —5 aune

E(T N 2
limite nulle, donc lim (Tv) = lim 0N +8 = § = —.
N—+too N N—+too 9N 9 3

Cette limite est assez raisonnable : en moyenne, on obtient a chaque

: 3
tirage une valeur égale & —. On aura donc un total moyen de §k apres

k lancers, et il faudra donc environ §N lancers pour atteindre un total
de N.

3. La loi de Tl

()

L’évenement Ty > k signifie qu’il faut au moins attendre le lancer
numéro k + 1 avant de dépasser la valeur N, ou encore qu’on a une
somme de résultats inférieure ou égale a N aprés le lancer numéro k.
Cela coincide bien avec ’événement S, < N. Or, si on note Zj le

7



nombre de fois ol on a obtenu 2 lors des k£ premiers lancers, le total
obtenu vaut 2 X Z + 1 x (k — Z) (puisqu’on a otenu k — Zj, fois la
valeur 1), soit Z; + k. Dire que S < N revient donc a dire Zy+k < N,
soit Z < N — k. Or, Z;, est bien une variable aléatoire suivant une loi

1
binoémiale de parameétre (k, 5) (nombre de succés aprés répétition de

1
k épreuves de probabilité de succes 5)

(b) Au vu de la question précédente, P(Ty > k) = P(Z, < N—k)) P(Z, =

=Nk 1 1\ ki i=N—k
) = - 1— =
=2 ()6 (-2 -#% ()
(¢) Nous aurons besoin pour les calculs du trlangle de Pascal, qui ne sera pas

10
reproduit dans le corrigé. On obtient P(T19 > 10) 310 Z ( )

1 1+9 10 5
101 Pus PTho > 9) 29253 ( ) 512 256

1=2
1 8 148428 37
pUiS P(T10 > 8) 28 E (Z> — + S+ = X puis P(TIO >
1=0

256 256
1+7+21+435 64 1
= = — 2. puis P(Ty > 6) =
27253 ( ) 128 125 ~ g Puis Pl > 6)
14+6+15+20+15 57
l — = 2L et enfin P(T — 1
262(@,) o 64,etenn (T > b)

(on somme tous les coefficients de la ligne), ce qui est normal puisque
T10 prend des valeurs de 6 & 11. Ne reste plus qu’a en déduire les proba-
bilités par soustraction on a par exemple Tiy = 7 si Ty > 6 est vérifié,
mais pas Tyg > 7, dou P(Tyy = 7) = P(Ty > 6) — P(Tyo > 7). On
obtient finalement le tableau suivant :

k 617 8 19| 10 11
_ 7 125 9L | 1| 19 T
P(T10 - k) 64 1 64125 | 8 1024|1024




