
Devoir Surveillé n�7 : orrigéECE3 Lyée Carnot5 avril 2010Exerie 1 (Eriome 2005)1. Pour I0, 'est un alul diret : I0 =

∫

1

0

e−2xdx =

[

e−2x

−2

]1

0

=
e−2 − 1

−2
=

1

2
− e−2

2
. Pour I1, on peut proéder à une intégration par parties en posant

u(x) = 1−x ; v′(x) = e−2x, et don u′(x) = −1 et v(x) =
e−2x

−2
, e qui donne

I1 =

∫

1

0

(1−x)e−2x =

[

(1 − x)
e−2x

−2

]1

0

−
∫

1

0

−e−2x

−2
dx =

1

2
−1

2

∫

1

0

e−2xdx =

1

2
− 1

2
I0 =

1

2
− 1

4
+

e−2

4
=

1 + e−2

4
.2. Comme 1 − x ∈ [0; 1] si x ∈ [0; 1], on aura (1 − x)n+1 6 (1 − x)n surl'intervalle d'intégration [0; 1], d'où (1 − x)n+1e−2x 6 (1 − x)ne−2x et onen déduit en intégrant l'inégalité que In+1 6 In. La suite (In) est dondéroissante.3. La fontion intégrée étant positive, In > 0.4. La suite est déroissante et minorée par 0, elle onverge don.5. La fontion g est déroissante sur R (et don en partiulier sur [0; 1]), donon peut majorer g sur [0; 1] par g(0) = 1.6. Par intégration d'inégalités, on déduit du résultat préédent que In 6

∫

1

0

(1 − x)ndx =

[

−(1 − x)n+1

n + 1

]1

0

=
1

n + 1
.7. C'est une appliation évidente du théorème des gendarmes.8. Posons don u(x) = (1−x)n+1 et v′(x) = e−2x, e qui donne u′(x) = −(n+

1)(1 − x)n, et v(x) =
e−2x

−2
, d'où In+1 =

[

(1 − x)n+1
e−2x

−2x

]1

0

−
∫

1

0

−(n +

1)(1−x)ne−2x

−2
dx = 0−

(

−1

2

)

− n + 1

2

∫

1

0

(1−x)ne−2xdx =
1

2
− n + 1

2
In.L'égalité demandée en déoule en multipliant tout par 2.1



9. On peut réérire le résultat préédent sous la forme nIn = 1 − In − 2In+1.En utilisant la onvergene de (In) vers 0, le membre de droite de etteégalité tend vers 1, don lim
n→+∞

nIn = 1.10. Toujours en reprenant l'égalité de la question 8, on a nIn−1 = −In−2In+1,don n(nIn − 1) = −nIn − 2nIn+1 = −nIn − 2(n + 1)In+1 + 2In+1, et lemembre de droite tend vers −3, en utilisant ette fois le résultat de laquestion 9.11. Nous avons don n(nIn − 1) = −3 + ε(n), ave lim
n→+∞

ε(n) = 0. Ou enore
nIn−1 = −3

n
+

ε(n)

n
, puis nIn = 1− 3

n
+

ε(n)

n
, et en�n In =

1

n
− 3

n2
+

ε(n)

n2
,dont on déduit que a = 0 ; b = 1 et c = −3.Exerie 2 (d'après Eriome Tehno 2009)1. La fontion f est dérivable sur [0; 1[, de dérivée f ′(x) =

−e−x(1 − x) + e−x

(1 − x)2
=

xe−x

(1 − x)2
. La fontion f est don roissante sur [0; 1[. De plus, lim

x→1−
e−x =

1

eet lim
x→1−

1 − x = 0+, don lim
x→1−

f(x) = +∞.2. Au vu du alul de la question préédente, f ′(0) = 0, et f(0) = 1, don latangente a pour équation y = 1.3. Pour x = 0, on obtient y = 1, e qui orrespond à la valeur alulée i-dessus. Pour x =
1

2
, on obtient y =

2√
e
−1+1 =

2√
e
. Or, f (

1

2

)

=
e−

1

2

1

2

=

2

e
1

2

=
2√
e
. La droite passe don pas les deux points demandés.4. Si la fontion est onvexe, sa ourbe est en-dessous de ses ordes et au-dessusde ses tangentes, don Cf se situe au-dessus de la tangente alulée, et en-dessous de la droite de la question 3 (qui est une orde) sur [

0;
1

2

[, puisau-dessus de ette même droite sur [

1

2
; 1

[. Cela donne l'allure suivante :

2



0 1

0

1

2

3

5. La fontion étant roissante, on a sur f(0) 6 f(x) 6 f

(

1

2

) sut [

0;
1

2

],soit 1 6 f(x) 6
2√
e
. Par intégration de et enadrement sur un intervallede largeur 1

2
, on obtient bien 1

2
6 I 6

1√
e
.6. Petit alul : 1+x+

x2

1 − x
=

(1 + x)(1− x) + x2

1 − x
=

1 − x2 + x2

1 − x
=

1

1 − x
.On a don f(x) =

e−x

1 − x
= (1+x)e−x +x2

e−x

1 − x
= (1+x)e−x +x2f(x), etl'égalité demandée est une simple appliation de la linéarité de l'intégrale.7. On pose u(x) = 1 + x et v′(x) = e−x, soit u′(x) = 1 et v(x) = −e−x pourobtenir ∫ 1

2

0

(1 + x)e−xdx = [−(1 + x)e−x]
1

2

0 +

∫ 1

2

0

e−xdx = −3

2
e−

1

2 + 1 +

[−e−x]
1

2

0
= 1 − 3

2
√

e
− e−

1

2 + 1 = 2 − 5

2
√

e
.8. Réutilisons le fait que 1 6 f(x) 6

2√
e

pour obtenir ∫ 1

2

0

x2dx 6 I 6

2√
e

∫ 1

2

0

x2dx. Or, ∫ 1

2

0

x2dx =

[

x3

3

]
1

2

0

=
1

24
. L'enadrement souhaité endéoule, et en reprenant le résultat de la question 6, on a alors 2 − 5

2
√

e
+

1

24
6 I 6 2 − 5

2
√

e
+

1

12
√

e
, soit 49

24
− 5

2
√

e
6 I 6 2 − 29

12
√

e
.9. La ourbe Cf étant omprise entre la tangente et la droite de la question 4,on a ∫ 1

2

0

1dx 6 I 6

∫ 1

2

0

2

(

2√
e
− 1

)

x + 1 dx. L'intégrale de gauhe vaut3



1

2
, elle de droite vaut [(

2√
e
− 1

)

x2 + x

]
1

2

0

=
1

2
√

e
− 1

4
+

1

2
=

1

4
+

1

2
√

e
.Exerie 3 (d'après BL 2008)1. Dans le as d'une loi uniforme, on a simplement n probabilités pi valant

1

n
haune, don H(X) = −

i=n
∑

i=1

1

n
ln

1

n
= −n × 1

n
ln

1

n
= ln n. Commeon sait par ailleurs que V (X) =

n2 − 1

12
, on a 12V (X) + 1 = n2, don

1

2
ln(12V (X) + 1) =

1

2
ln n2 = lnn = H(X).2. Dans e as, on a deux probabilités valant respetivement p et 1 − p, don

H(Bp) = −p ln p− (1−p) ln(1−p). De plus, on sait que V (X) = p(1−p).On a don H(Bp) = −p ln p− (1− p) ln(1− p)− p(1− p) = −p ln p + (p−
1)(p + ln(1 − p)).3. Calulons don : f ′(p) = − ln p−1+p+ln(1−p)+(p−1)

(

1 − 1

1 − p

)

=

ln(1−p)−ln p+2p−1, puis f ′′(p) = − 1

1 − p
−1

p
+2 =

−p − (1 − p) + 2p(1 − p)

p(1 − p)
=

−1 + 2p − 2p2

p(1 − p)
.4. Le dénominateur est toujours positif, le numérateur a pour disriminant

−4, il est toujours négatif, don la fontion f ′ est déroissante sur ]0; 1[. Deplus, f ′
(

1

2

)

= ln
1

2
− 1

2
+ 1 − 1 = 0.5. On déduit de la question préédente que f ′ est positive sur ]

0;
1

2

] puisnégative sur [

1

2
; 1

[, don f est roissante puis déroissante, admettant unmaximum pour p =
1

2
.6. Quand p = 0, p + ln(1− p) = 0, et de plus lim

p→0
p ln p = 0 (limite lassique),don lim

p→0
f(p) = 0. De même, lim

p→1
(p − 1) ln(1 − p) = 0, et tous les autrestermes sont nuls pour p = 1, don lim

p→1
f(p) = 0. Finalement, la fontion fne prend que des valeurs positives, d'où H(Bp) > V (Bp).
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Problème (HEC Tehno 99)Première partie : Préliminaires1. La suite (vn) est réurrente linéaire d'ordre 2, d'équation aratéristique
x2 − 1

2
x − 1

2
= 0, dont le disriminant vaut 1

4
+ 2 =

9

4
, et admettantpour raines r =

1

2
+ 3

2

2
= 1, et s =

1

2
− 3

2

2
= −1. On peut don érire

vn = α + β

(

−1

2

)n, les oe�ients α et β véri�ant α − 1

2
β =

5

6
et α +

1

4
β =

11

12
. Il su�t don de onstater que 8

9
− 1

2
× 1

9
=

16 − 1

18
=

5

6
; et

8

9
+

1

4 × 9
=

33

36
=

11

12
.2. Véri�ons : vn+2 = wn+2−

2(n + 2)

3
=

1

2
wn+1+

1

2
wn+1− 2

3
n− 2

3
=

1

2
vn+1+

1

2
×2(n + 1)

3
+

1

2
vn+

1

2
×2n

3
−2

3
n−2

3
=

1

2
vn+1+

1

2
vn+

1

3
n+

1

3
+

1

3
n−2

3
n−2

3
=

1

2
vn+1+

1

2
vn. De plus, v1 =

3

2
− 2

3
=

5

6
et v2 =

9

4
− 4

3
=

11

12
. La suite (vn) estdon bien elle étudiée préédemment, et wn = vn+

2

3
=

2

3
n+

8

9
+

1

9

(

−1

2

)n.Deuxième partie : Etude de la loi de TN1. Exemples(a) On a T1 = 1 si on tire le 2 au premier tirage, et T1 = 2 sinon (probabilité
1

2
pour haque). La variable T1 suit don une loi uniforme sur {1; 2},d'espérane E(T1) =

3

2
et de variane V (T1) =

3

12
=

1

4
. Pour T2, onaura néessairement T2 = 2 si on tire le 2 au premier tirage. Sinon,on aura enore T2 = 2 si on tire le 1 puis le 2, mais T2 = 3 si onommene par tirer deux fois de suite le numéro 1, e qui se produitave une probabilité 1

4
. On a don P (T2 = 2) =

3

4
et P (T2 = 3) =

1

4
.On alule E(T2) =

6

4
+

3

4
=

9

4
, E(T 2

2 ) = 4 × 3

4
+ 9 × 1

4
=

21

4
, don

V (T2) = E(T 2
2 ) − (E(T2))

2 =
21

4
− 81

16
=

3

16
.(b) Pour atteindre un total stritement supérieur à 5, il faut tirer au moinstrois numéros (si on tire trois fois le 2, on aura bien T5 = 3), et au pireil faudra attendre le sixième tirage si on ne tire que des 1. Si X1 = 25



est réalisé, on ne peut plus avoir T5 = 6, don PX1=2(T5 = 6) = 0. Laseule ombinaison donnant T5 = 3 est 222, don PX1=2(T5 = 3) =
1

4
.La seule ombinaison donnant T5 = 5 sera 2111 (suivi de 1 ou de 2),don PX1=2(T5 = 5) =

1

8
. En�n, PX1=2(T5 = 4) =

5

8
(soit on débutepar 212, soit par 221, soit par 2112).De même, on a PX1=1(T5 = 3) = 0 (on ne peut pas dépasser 5 en troistirages si on ommene par un 1) ; PX1=1(T5 = 6) =

1

16
(il faut que lesquatre tirages suivants donnent tous des 1) ; PX1=1(T5 = 4) =

4

8
=

1

2(il faut avoir soit trois 2, soit un 1 et deux 2, peu importe l'ordre, auxtrois tirages suivants) ; et PX1=1(T5 = 5) =
7

16
(il faut avoir soit deux

1 et un 2 lors des trois tirages suivants (peu importe l'ordre) soit trois
1 puis un 2).() Il su�t d'appliquer la formule des probabilités totales ave le systèmeomplet d'évènements X1 = 1 et X1 = 2, pour obtenir P (T5 = 3) =
1

2
× 1

4
+

1

2
× 0 =

1

8
; P (T5 = 4) =

1

2
× 5

8
+

1

2
× 1

2
=

9

16
; P (T5 = 5) =

1

2
× 1

8
+

1

2
× 7

16
=

9

32
; et P (T5 = 6) =

1

2
× 0 +

1

2
× 1

16
=

1

32
.On alule ensuite E(T5) = 3 × 1

8
+ 4 × 9

16
+ 5 × 9

32
+ 6 × 1

32
=

12 + 72 + 45 + 6

32
=

135

32
; E(T 2

5 ) = 9×1

8
+16× 9

16
+25× 9

32
+36× 1

32
=

585

32
. Pour les plus ourageux, V (T5) =

495

1 024
.(d) On a PX1=1(T5 = 4) =

1

2
et P (T5 = 4) =

9

16
, don les évènements nesont pas indépendants. Le fait de savoir que X1 = 1 diminue légèrementla probabilité que T5 soit égal à 4 (savoir que X1 = 1 favorise a prioril'apparition de plus grandes valeurs pour T5).2. Calul de l'espérane de TN(a) i. La plus grande valeur prise par TN est N + 1 (si on ommene partirer N fois le numéro 1). Le plus petite valeur sera M +1 (si on neommene ave M fois des deux, suivis d'un 1 ou d'un 2).ii. La plus grande valeur est toujours N + 1 (même raison), et la pluspetite vaut M + 1 (si on ne tire que des 2 sur les M + 1 premierstirages, on aura un total de 2M + 2, stritement supérieur à N =

2M + 1). 6



(b) Si le premier tirage a donné 1, on aura TN+2 = k si la somme des
k − 1 tirages suivant le premier donne pour la première fois un entierstritement supérieur à N +1 (e qui fera un total stritement supérieurà N + 2 en ajoutant le 1 initial). Autrement dit, PX1=1(TN+2 = k) =
P (TN+1 = k − 1). De même, si on ommene ave un 2, il faudradépasser N sur les k − 1 tirages suivants, soit PX1=2(TN+2 = k) =
P (Tn = k−1). La formule des probabilités totales appliquée au systèmeomplet d'évènements onstitué de X1 = 1 et X1 = 2 donne alors laformule souhaitée.() On a E(TN+2) =

k=N+2
∑

k=1

kP (TN+2 = k) (pour simpli�er, on ommenela somme à k = 1 même si les premières valeurs sont nulles), don
E(TN+2) =

1

2

k=N+2
∑

k=1

kP (TN+1 = k − 1) +
1

2

k=N+2
∑

k=1

kP (TN = k − 1) =

1

2

k=N+1
∑

k=0

(k+1)P (TN+1 = k)+
1

2

k=N+1
∑

k=0

(k+1)P (TN = k) =
1

2
E(TN+1)+

1

2

k=N+2
∑

k=0

P (TN+1 = k)+
1

2
E(TN)+

1

2

k=N+2
∑

k=0

P (TN = k) =
1

2
(E(TN+1)+

E(TN)) + 1.(d) Au vu des aluls d'espérane de T1 et T2 et de la formule de réurrenepréédente, E(TN) = wN , où (wn) est la suite étudiée dans la partiepréliminaire. On a don E(TN) =
2

3
N +

8

9
+

1

9

(

−1

2

)N , e qui oïnideave la formule de l'énoné. La partie géométrique de raison −1

2
a unelimite nulle, don lim

N→+∞

E(TN)

N
= lim

N→+∞

6N + 8

9N
=

6

9
=

2

3
.Cette limite est assez raisonnable : en moyenne, on obtient à haquetirage une valeur égale à 3

2
. On aura don un total moyen de 3

2
k après

k laners, et il faudra don environ 2

3
N laners pour atteindre un totalde N .3. La loi de TN(a) L'évènement TN > k signi�e qu'il faut au moins attendre le lanernuméro k + 1 avant de dépasser la valeur N , ou enore qu'on a unesomme de résultats inférieure ou égale à N après le laner numéro k.Cela oïnide bien ave l'évènement Sk 6 N . Or, si on note Zk le7



nombre de fois où on a obtenu 2 lors des k premiers laners, le totalobtenu vaut 2 × Zk + 1 × (k − Zk) (puisqu'on a otenu k − Zk fois lavaleur 1), soit Zk +k. Dire que Sk 6 N revient don à dire Zk +k 6 N ,soit Zk 6 N − k. Or, Zk est bien une variable aléatoire suivant une loibin�miale de paramètre (

k,
1

2

) (nombre de suès après répétition de
k épreuves de probabilité de suès 1

2
).(b) Au vu de la question préédente, P (TN > k) = P (Zk 6 N−k))

i=N−k
∑

i=0

P (Zk =

i) =

i=N−k
∑

i=0

(

k

i

) (

1

2

) (

1 − 1

2

)k−i

=
1

2k

i=N−k
∑

i=0

(

k

i

).() Nous aurons besoin pour les aluls du triangle de Pasal, qui ne sera pasreproduit dans le orrigé. On obtient P (T10 > 10) =
1

210

i=0
∑

i=0

(

10

i

)

=

1

1 024
; puis P (T10 > 9) =

1

29

i=1
∑

i=0

(

9

i

)

=
1 + 9

29
=

10

512
=

5

256
;puis P (T10 > 8) =

1

28

i=2
∑

i=0

(

8

i

)

=
1 + 8 + 28

256
=

37

256
; puis P (T10 >

7) =
1

27

i=3
∑

i=0

(

7

i

)

=
1 + 7 + 21 + 35

128
=

64

128
=

1

2
; puis P (T10 > 6) =

1

26

i=4
∑

i=0

(

6

i

)

=
1 + 6 + 15 + 20 + 15

64
=

57

64
; et en�n P (T10 > 5) = 1(on somme tous les oe�ients de la ligne), e qui est normal puisque

T10 prend des valeurs de 6 à 11. Ne reste plus qu'à en déduire les proba-bilités par soustration on a par exemple T10 = 7 si T10 > 6 est véri�é,mais pas T10 > 7, d'où P (T10 = 7) = P (T10 > 6) − P (T10 > 7). Onobtient �nalement le tableau suivant :
k 6 7 8 9 10 11

P (T10 = k) 7

64

25

64

91

256

1

8

19

1 024

1

1 024
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