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Probléme 1

1.

n
T

11 suffit de prouver que lim ze T = 0, ce qui ne pose pas de probléme puisque lim+e_ = —o00. Le

z—0t z—0
seul cas trés particulier se produit quand n = 0, ot on a fy(x) = =, qui a également pour limite 0 en
0. Pour la dérivabilité, commencons par préciser que f,, est dérivable et C! sur ]0; +ool, de dérivée
fr(z) =e = +ax FeTr = <1 + —> e =. Cette dérivée a pour limite 0 en 0 si » > 1 en utlisant
x x
la croissance comparée, et 1 si n = 0. Dans les deux cas, le théoréme de prolongement C' permet de
prouver la dérivabilité de f,, en O.

D’aprés le calcul de dérivée de la question précédente, la fonction f,, est strictement croissante sur

Ry. Sur | — 00;0[, la dérivée s’annule pour x = —n, valeur qui représente un maximum local pour la

fonction f,, de valeur f,(—n) = —ne. Les limites de f,, en +00 et —oo sont respectivement égales a
1 enX

= 1. Enfin, en 07, en posant X = ——, on a f(x) = —— v avec X

x

. _n
lim e =
r— 100
qui tend vers 400, donc par croissance comparée lim f,(x) = —oo (encore une fois, cas particulier
z—0~

400 et —oo puisque

si n = 0, la limite vaut alors 0). D’ou le tableau pour n > 1 :

T |—o0 -n 0 +o00

fn(z) n

. On a déja signalé les limites infinies en +00. De plus, =——= = e~ = a pour limite 1 en +o0o. Reste donc
x

n n
a calculer f(x) —x = x(e”= — 1). Comme liI:Ttl — — =0, on peut utiliser I’équivalent classique de
r—+o00 €T

—n
Iexponentielle en 0, ce qui donne f,(z) —x ~ x X — = —n. Autrement dit, lim f(x) —xz = —n,
+oo €T r—+o00

et la courbe C, admet donc une asymptote oblique d’équation y = x —n en 400 comme en —oo.

. Calculons donc la dérivée seconde de f, : f/(z) = <—% + (1 + g) X %) T = %6_%. Cette
dérivée seconde est du signe de 2, donc de x, ce qui signifie que f est concave sur | — oo;0[ et
convexe sur [0; +00[. 4

. Voici les courbes demandées : 3l

2,,




6.

(a)

(b)

Sur | — o00; 0], la fonction f, admet un miminum qui est négatif, I’équation f,(x) = 1 ne peut
donc avoir de solution négative. Sur R, la fonction f, est strictement croissante et bijective de
Ry dans lui-méme, donc I’équation f,(x) = 1 admet une unique solution positive.

Calculons f,(1) =e™™. Sin > 1, —n < 0, donc e™™ < 1 et par croissance de la fonction f,,
1 < uy. De plus, comme u,, est solution de I’équation ze™» = 1, un simple passage au In montrer

que u,, est également solution de I’équation Inz — — =0, soit xlnx —n =0, donc zlnx = n.
x

La fonction g est définie et C* sur |0; 00|, de dérivée ¢'(x) = Inz+1. Elle est donc décroissante

1 1
sur ]0; —] et croissante sur [—; +00 [, avec pour limite 0 en 0 (limite classique) et 400 en 400,
€ e

1 1
et pour minumum f (—) = ——. La fonction g est notamment bijective de [—;—Foo[ dans
e e e
1
[——; +00 [, de réciproque g~! strictement croissante et vérifiant liril g_l(x) = +o00. Comme
(& T——+00
up = g~ (n), on en déduit que lim u, = +oo.

n—-+o0o
11 suffit d’appliquer un nouveau coup de In & I’équation obtenue & la question b (on peut le
faire si m > 1 puisque u, > 1) pour obtenir Inu, + In(lnu,) = Inn. Comme u, tend vers

+o0, In(Inuy,) = o(Inwy,), et Inwu, ~ Inn. Or, on a u, = , on peut donc en déduire que

In uy,
n

On a vu plus haut que fi(z) —z =z(e™® —1). Siz > 0, e7* < 1, donc f1(z) —x < 0, avec
égalité seulement si x = 0. Autrement dit, 0 est le seul point fixe de f1 sur Ry, et C; est toujours

située sous la droite d’équation y = x.

1
La fonction fi est croissante sur [0;1], f1(0) =0et f1(1) = ——1 < 1, donc [0; 1] est un intervalle
e

stable par f;. Prouvons par récurrence la propriété P, : v, € [0;1]. C’est vrai pour vy puisque
vg = 1. Supposons v, € [0;1] alors d’aprés le calcul précédent f(v,) € [0;1], c’est-a-dire que
Un+1 € [0;1], ce qui achéve la récurrence.

Comme f(z) —x < 0 sur [0;1], on aura Vn € N, v, — v, = f(v,) — v, <0, ce qui prouve la
décroissance de la suite (vy,).

La suite (vy,) est décroissante et minorée par 0, elle converge donc. Comme sa limite doit étre

un point fixe de la fonction f1, ce ne peut étre que 0, donc liril v, = 0.
n—-+0oo

Probléme 2

1.

(2)

—1+5

C’est une équation du second degré, qu’on sait trés bien résoudre : A = 144 =5, x1 = 5

-1-+/5

et ro = — La deuxiéme solution est manifestement négative, quant a la premiére, on

1
peut Pencadrer en partant de 4 < 5 < 9 = 2 < /5 < 3, donc 3 < 1 < 1.1l y a donc bien une

solution unique a I’équation sur l'intervalle ]0; 1].

1 3 1 2 2
Si 3 <z <1, ona§ <xz+1 < 2, done 3 < f(z) < 3 Comme 3 < 1, on a a fortiori
1
3 < flo) < 1.
1
La fonction f est bien stir dérivable sur son ensemble de définition, et f/(x) = —(_{_71)2. En
x
1 1
reprenant la question précédente, si — <z <1, on a 3 < T < -, donc en élevant au carré
x

1 1 4 1 4

(tout est pOSltlf), Z < m < 67 Soit 5 < ’f/(x)‘ < §

PROGRAM facile;

USES wincrt ;

VAR u : real; in : integer;

BEGIN

WriteLn(’Choisissez la valeur de n’);



ReadLn(n);

u:=1;
FORi1:=1TO n DO u:=1/(u+l);
WriteLn(u) ;
END.
1
C’est une récurrence assez facile : ug = 1 appartient bien & l'intervalle [5;1} Supposons

1
désormais que 3 < u, <1, on a d’apres la question b 3 < fluy) < 1, soit 3 < Unpt+1 < 1, ce qui

achéve la récurrence.

On sait que 7o vérifie r3 +7r9 —1 = 0, soit ra(r2 +1) = 1, donc ro =

Oou encore T = T9.
E— f(ra) =7y

Commencons par appliquer I'TAF & z = u,, et y = 79, qui appartiennent tous deux a l'intervalle

1 4
[5; 1} (cf questions précédentes), sur lequel on a vu que | f/(z)] < 9 On peut donc affirmer que
| f(un) — o] < §Iun — 1|, S0it [upy1 — 12| < §Iun — 7.

n
Montrons désormais par récurrence la propriété P, : |u, — 2| < <§> . Pour n = 0, |ug —

ro] = |1 —re| < 1 car ro €]0;1[, ce qui prouve FPy. Si on suppose P, vérifiée, on peut faire le
calcul suivant en utilisant successivement le résultat précédent et ’hypothese de récurrence :

4 4 4\" 4\t
[unt1 — ra| < §|un —ro| < g X <§> < <§> . Cette derniére inégalité prouve P, 11 et

achéve donc la récurrence.
n

4
Comme 9 < 1, la suite 9 converge vers 0, et le théoréme des gendarmes nous permet

d’affirmer que lim |u, — ro| =0, c’est-a-dire que lim w, = rs.
n—-4o0o n—-4o0o

n
. . . 4
On sait que |u, — ] < € si <§> < g, soit en passant au In, nln§ < Ing, ou encore n >

Ine

In4—-1In9
est le suivant :

PROGRAM moinsfacile ;

USES wincrt ;

VAR u,e,a : real;

BEGIN

WriteLn(’Choisissez une valeur positive pour epsilon’) ;

ReadLn(e) ;

u:=1;a:=1;

REPEAT

u:=1/(utl);

a:— 4%a/9;

UNTIL a < e;

WriteLn("Une valeur approchée de r2 a ’,e,” prés est ",u);

END.

Cette fois-ci, on ne sait pas résoudre I’équation, il faut donc étudier un peu le polynome 23 +
2?41 —1. Sa dérivée est 322 +2x+ 1, qui a un discriminant négatif et est donc toujours positive.
La fonction z — 22 + 2% + x — 1 est donc strictement croissante et bijective sur R. Comme elle
prend la valeur —1 pour z = 0 et la valeur 2 pour x = 1, on en déduit qu’elle s’annule entre 0

et 1. L’équation proposée a donc une unique solution (da cause de la bijectivité) qui appartient
a l'intervalle 0; 1].

(on change le sens de I'inégalité puisque In 9 est négatif). Un programme possible

1
Le trinome 22 +  + 1 étant strictement croissant sur R4, on aura, si 3 <z <1, f(1° <
1 1 1 1 1
f(x) § f <§> Comme f(l) = g et f <§> = W < 1, on aura bien g S f(x) S 1, donc

l'intervalle est stable.



()

La fonction g est C*° sur R (son dénominateur ayant un discriminant négatif, il ne s’annule

2z +1
jamais), et ¢'(x) = —m . et en dérivant ¢’ comme un produit,
_ sz +dr+ x x - r(z +1) . Cette dérivée seconde étant toujours positive
(22 +z+1)3 @2+ 71 1)
sur [1 1] la dérivée ¢’ y est strictement croissante. Comme ¢’ (1) o i B i B
135 3 5 1 . 3 135(% 4 % +1)2 15%9
169 et g'(1) = g -3 n peut en déduire que Vz € [g; 1} g (z)] < =

On aimerait appliquer 'TAF & z = r3 et y = v, en utilisant la majoration de |f’(z)| obtenue a la
question précente. Il faut pour cela vérifier que v,, est toujours dans cet intervalle, ce qui se fait

en utilisant la stabilité de I'intervalle par une récurrence identique & celle de la question 1.f ; et
1 . 1 1 1 1 1 1 14

quers € [5’ 1] et est un point fixe de g. Comme 3—3—1—?—1—5—1 = 2—7+§+§—1 =5 < 0, on

a effectivement ro > 1 (cf étude de la question a). De plus, r3+7r2+r3—1 =0 = r3(ri+r3+1) =

1 = rg3 = f(r3), donc r3 est un point fixe de f. On peut donc bien appliquer I'TAF pour obtenir

Flwn) — Flra)] < 222 195

69 oo U~ 73l

|v, — 73], s0it |vpg1 — 3] <

. : : : 135\"
On fait ensuite notre petite récurrence classique pour prouver que |u, — r3| < <@> (comme

dans la question 1.g, on majore |vg — r3| par 1 en utilisant que — < r3 < 1, et le reste de la

. . . 4 135
récurrence est identique en remplagant les 9 par des @)
135
La conclusion est également la méme : — < 1 donc le membre de droite de notre inégalité

169
tend vers 0, et en appliquant le théoréme des gendarmes, lil}_l |v, — 73] = 0, c’est-a-dire que
n—-r+od

lim v, =r;3.

n—-—+o0o
La fonction hy, est C°° sur Ry, de dérivée b/ (z) = nz" 1 + (n —1)a" 2 + ... + 22 + 1. La
fonction h,, étant stricement croissante sur R, elle y est bijective. Comme h,(0) = —a < 0

et lir}rl hn(z) = 400, on en déduit que I’équation h,(x) = 0 a bien une solution (unique par
n—-+od

bijectivité) sur [0;+oo[. De plus, on a hy,(1) = n — a, donc h,(1) > 0 si n > a. En appliquant
le théoréme des valeurs intermédiaires, hy, s’annule alors sur U'intervalle ]0; 1] et ¢,, €]0; 1[.

C’est un simple calcul : (z — 1)h,(z) = (x — D(@" + 2" 1+ 422+ 2 —a) = 2" + 2" +
ot —ar—a"—a2" -~ —xta=2"—ar—z+a=2"' - (a+ 1)z +a
Notons que hyi1(z) = 2" + h,(2). Comme hy,(t,) = 0 (par définition), on a donc hyy1(t,) =
t"*t1 > 0, donc hpi1(tn) > hn(t,). Comme par ailleurs on a aussi, toujours par définition,
hp+1(th+1) = 0, on en déduit que hy11(t,) > hpy1(tny1). La fonction hy,yq étant strictement
croissante sur Ry, cela implique ¢, > t,11, et la suite (¢,) est donc strictement décroissante.
Etant minorée par 0, elle est donc convergente.

On vient de voir que la suite (t,) était décroissante, donc VA > n, 0 < t,, < ta, et comme ¢, et
t4 sont tous deux strictement inférieurs a 1, 0 < ¢ < t'}. Fixons donc A > a (de fagon a ce que

t4 soit une constante). Comme t4 < 1 dans ce cas, lirf t"y = 0. En appliquant le théoréme
n—-+oo

des gendarmes, on en déduit que lim ¢ = 0.
n—-—+00

En reprenant la relation obtenue & la question b et en 'appliquant pour z = t,, on obtient
0=t — (a+ 1)t, + a, soit (a + 1)t, —a = t, x t". Le membre de droite convergeant vers 0

d’apres la question précédente, on a donc lim (a+ 1)t, —a =0, soit lim ¢, = .
n—-—4o00o n—-—+o00 a-+1



