
Devoir Surveillé n�5 : orrigéECE3 Lyée Carnot10 février 2010Problème 11. Il su�t de prouver que lim
x→0+

xe−
n

x = 0, e qui ne pose pas de problème puisque lim
x→0+

e−
n

x = −∞. Leseul as très partiulier se produit quand n = 0, où on a f0(x) = x, qui a également pour limite 0 en
0. Pour la dérivabilité, ommençons par préiser que fn est dérivable et C1 sur ]0;+∞[, de dérivée
f ′

n(x) = e−
n

x + x × n

x2
e−

n

x =
(

1 +
n

x

)

e−
n

x . Cette dérivée a pour limite 0 en 0 si n > 1 en utlisantla roissane omparée, et 1 si n = 0. Dans les deux as, le théorème de prolongement C1 permet deprouver la dérivabilité de fn en 0.2. D'après le alul de dérivée de la question préédente, la fontion fn est stritement roissante sur
R+. Sur ]−∞; 0[, la dérivée s'annule pour x = −n, valeur qui représente un maximum loal pour lafontion fn, de valeur fn(−n) = −ne. Les limites de fn en +∞ et −∞ sont respetivement égales à
+∞ et −∞ puisque lim

x→±∞
e−

n

x = 1. En�n, en 0−, en posant X = −1

x
, on a f(x) = −enX

X
, ave Xqui tend vers +∞, don par roissane omparée lim

x→0−
fn(x) = −∞ (enore une fois, as partiuliersi n = 0, la limite vaut alors 0). D'où le tableau pour n > 1 :
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3. On a déjà signalé les limites in�nies en ±∞. De plus, fn(x)

x
= e−

n

x a pour limite 1 en ±∞. Reste donà aluler f(x) − x = x(e−
n

x − 1). Comme lim
x→±∞

− n

x
= 0, on peut utiliser l'équivalent lassique del'exponentielle en 0, e qui donne fn(x)− x ∼

±∞
x× −n

x
= −n. Autrement dit, lim

x→±∞
f(x)− x = −n,et la ourbe Cn admet don une asymptote oblique d'équation y = x − n en +∞ omme en −∞.4. Calulons don la dérivée seonde de fn : f ′′

n(x) =
(

− n

x2
+

(

1 +
n

x

)

× n

x2

)

e−
n

x =
n

x3
e−

n

x . Cettedérivée seonde est du signe de x3, don de x, e qui signi�e que f est onave sur ] − ∞; 0[ etonvexe sur [0;+∞[.5. Voii les ourbes demandées :
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6. (a) Sur ] −∞; 0[, la fontion fn admet un miminum qui est négatif, l'équation fn(x) = 1 ne peutdon avoir de solution négative. Sur R+, la fontion fn est stritement roissante et bijetive de
R+ dans lui-même, don l'équation fn(x) = 1 admet une unique solution positive.(b) Calulons fn(1) = e−n. Si n > 1, −n < 0, don e−n < 1 et par roissane de la fontion fn,
1 < un. De plus, omme un est solution de l'équation xe−

x

n = 1, un simple passage au ln montrerque un est également solution de l'équation ln x − n

x
= 0, soit x ln x − n = 0, don x ln x = n.() La fontion g est dé�nie et C∞ sur ]0;+∞[, de dérivée g′(x) = ln x+1. Elle est don déroissantesur ]

0;
1

e

] et roissante sur [

1

e
; +∞

[, ave pour limite 0 en 0 (limite lassique) et +∞ en +∞,et pour minumum f

(

1

e

)

= −1

e
. La fontion g est notamment bijetive de [

1

e
; +∞

[ dans
[

−1

e
; +∞

[, de réiproque g−1 stritement roissante et véri�ant lim
x→+∞

g−1(x) = +∞. Comme
un = g−1(n), on en déduit que lim

n→+∞
un = +∞.(d) Il su�t d'appliquer un nouveau oup de ln à l'équation obtenue à la question b (on peut lefaire si n > 1 puisque un > 1) pour obtenir ln un + ln(ln un) = ln n. Comme un tend vers

+∞, ln(ln un) = o(ln un), et ln un ∼ ln n. Or, on a un =
n

ln un

, on peut don en déduire que
un ∼ n

ln n
.7. (a) On a vu plus haut que f1(x) − x = x(e−x − 1). Si x > 0, e−x 6 1, don f1(x) − x 6 0, aveégalité seulement si x = 0. Autrement dit, 0 est le seul point �xe de f1 sur R+, et C1 est toujourssituée sous la droite d'équation y = x.(b) La fontion f1 est roissante sur [0; 1], f1(0) = 0 et f1(1) =

1

e
−1 < 1, don [0; 1] est un intervallestable par f1. Prouvons par réurrene la propriété Pn : vn ∈ [0; 1]. C'est vrai pour v0 puisque

v0 = 1. Supposons vn ∈ [0; 1] alors d'après le alul préédent f(vn) ∈ [0; 1], 'est-à-dire que
vn+1 ∈ [0; 1], e qui ahève la réurrene.() Comme f(x) − x 6 0 sur [0; 1], on aura ∀n ∈ N, vn+1 − vn = f(vn) − vn 6 0, e qui prouve ladéroissane de la suite (vn).(d) La suite (vn) est déroissante et minorée par 0, elle onverge don. Comme sa limite doit êtreun point �xe de la fontion f1, e ne peut être que 0, don lim

n→+∞
vn = 0.Problème 21. (a) C'est une équation du seond degré, qu'on sait très bien résoudre : ∆ = 1+4 = 5, x1 =

−1 +
√

5

2et x2 =
−1 −

√
5

2
. La deuxième solution est manifestement négative, quant à la première, onpeut l'enadrer en partant de 4 < 5 < 9 ⇒ 2 <

√
5 < 3, don 1

2
< x1 < 1. il y a don bien unesolution unique à l'équation sur l'intervalle ]0; 1[.(b) Si 1

2
6 x 6 1, on a 3

2
6 x + 1 6 2, don 1

2
6 f(x) 6

2

3
. Comme 2

3
< 1, on a a fortiori

1

2
6 f(x) 6 1.() La fontion f est bien sûr dérivable sur son ensemble de dé�nition, et f ′(x) = − 1

(x + 1)2
. Enreprenant la question préédente, si 1

2
6 x 6 1, on a 1

2
6

1

x + 1
6

2

3
, don en élevant au arré(tout est positif), 1

4
6

1

(x + 1)2
6

4

9
, soit 1

2
6 |f ′(x)| 6

4

9
.(d) PROGRAM faile ;USES winrt ;VAR u : real ; i,n : integer ;BEGINWriteLn('Choisissez la valeur de n') ; 2



ReadLn(n) ;u := 1 ;FOR i := 1 TO n DO u := 1/(u+1) ;WriteLn(u) ;END.(e) C'est une réurrene assez faile : u0 = 1 appartient bien à l'intervalle [

1

2
; 1

]. Supposonsdésormais que 1

2
6 un 6 1, on a d'après la question b

1

2
6 f(un) 6 1, soit 1

2
6 un+1 6 1, e quiahève la réurrene.(f) On sait que r2 véri�e r2

2 +r2−1 = 0, soit r2(r2 +1) = 1, don r2 =
1

r2 + 1
ou enore f(r2) = r2.(g) Commençons par appliquer l'IAF à x = un et y = r2, qui appartiennent tous deux à l'intervalle

[

1

2
; 1

] (f questions préédentes), sur lequel on a vu que |f ′(x)| 6
4

9
. On peut don a�rmer que

|f(un) − r2| 6
4

9
|un − r2|, soit |un+1 − r2| 6

4

9
|un − r2|.Montrons désormais par réurrene la propriété Pn : |un − r2| 6

(

4

9

)n. Pour n = 0, |u0 −
r2| = |1 − r2| 6 1 ar r2 ∈]0; 1[, e qui prouve P0. Si on suppose Pn véri�ée, on peut faire lealul suivant en utilisant suessivement le résultat préédent et l'hypothèse de réurrene :
|un+1 − r2| 6

4

9
|un − r2| 6

4

9
×

(

4

9

)n

6

(

4

9

)n+1. Cette dernière inégalité prouve Pn+1 etahève don la réurrene.Comme 4

9
< 1, la suite (

4

9

)n onverge vers 0, et le théorème des gendarmes nous permetd'a�rmer que lim
n→+∞

|un − r2| = 0, 'est-à-dire que lim
n→+∞

un = r2.(h) On sait que |un − l| 6 ε si (

4

9

)n

6 ε, soit en passant au ln, n ln
4

9
6 ln ε, ou enore n >

ln ε

ln 4 − ln 9
(on hange le sens de l'inégalité puisque ln

4

9
est négatif). Un programme possibleest le suivant :PROGRAM moinsfaile ;USES winrt ;VAR u,e,a : real ;BEGINWriteLn('Choisissez une valeur positive pour epsilon') ;ReadLn(e) ;u := 1 ; a := 1 ;REPEATu := 1/(u+1) ;a := 4*a/9 ;UNTIL a < e ;WriteLn('Une valeur approhée de r2 à ',e,' près est ',u) ;END.2. (a) Cette fois-i, on ne sait pas résoudre l'équation, il faut don étudier un peu le polynome x3 +

x2+x−1. Sa dérivée est 3x2 +2x+1, qui a un disriminant négatif et est don toujours positive.La fontion x 7→ x3 + x2 + x− 1 est don stritement roissante et bijetive sur R. Comme elleprend la valeur −1 pour x = 0 et la valeur 2 pour x = 1, on en déduit qu'elle s'annule entre 0et 1. L'équation proposée a don une unique solution (àa ause de la bijetivité) qui appartientà l'intervalle ]0; 1[.(b) Le trinome x2 + x + 1 étant stritement roissant sur R+, on aura, si 1

3
6 x 6 1, f(1� 6

f(x) 6 f

(

1

3

). Comme f(1) =
1

3
et f

(

1

3

)

=
1

1

9
+ 1

3
+ 1

< 1, on aura bien 1

3
6 f(x) 6 1, donl'intervalle est stable. 3



() La fontion g est C∞ sur R (son dénominateur ayant un disriminant négatif, il ne s'annulejamais), et g′(x) = − 2x + 1

(x2 + x + 1)2
; et en dérivant g′ omme un produit,

g′′(x) = − 2

(x2 + x + 1)2
− (2x + 1) × −2(2x + 1)

(x2 + x + 1)3
=

2(2x + 1)2 − 2(x2 + x + 1)

(x2 + x + 1)3

=
8x2 + 8x + 2 − 2x2 − 2x − 2

(x2 + x + 1)3
=

6x(x + 1)

(x2 + x + 1)2
. Cette dérivée seonde étant toujours positivesur [

1

3
; 1

], la dérivée g′ y est stritement roissante. Comme g′
(

1

3

)

=
2

3
+ 1

(1

9
+ 1

3
+ 1)2

=
5

3

169

81

=

135

169
et g′(1) =

3

9
=

1

3
, on peut en déduire que ∀x ∈

[

1

3
; 1

], |g′(x)| 6
135

169
.(d) On aimerait appliquer l'IAF à x = r3 et y = vn en utilisant la majoration de |f ′(x)| obtenue à laquestion préente. Il faut pour ela véri�er que vn est toujours dans et intervalle, e qui se faiten utilisant la stabilité de l'intervalle par une réurrene identique à elle de la question 1.f ; etque r3 ∈

[

1

3
; 1

] et est un point �xe de g. Comme 1

33
+

1

32
+

1

3
−1 =

1

27
+

1

9
+

1

3
−1 = −14

27
< 0, ona e�etivement r2 >

1

3
(f étude de la question a). De plus, r3

3+r2
3+r3−1 = 0 ⇒ r3(r

2
3+r3+1) =

1 ⇒ r3 = f(r3), don r3 est un point �xe de f . On peut don bien appliquer l'IAF pour obtenir
|f(vn) − f(r3)| 6

135

169
|vn − r3|, soit |vn+1 − r3| 6

135

169
|vn − r3|.On fait ensuite notre petite réurrene lassique pour prouver que |un − r3| 6

(

135

169

)n (ommedans la question 1.g, on majore |v0 − r3| par 1 en utilisant que 1

3
6 r3 6 1, et le reste de laréurrene est identique en remplaçant les 4

9
par des 135

169
).La onlusion est également la même : 135

169
< 1 don le membre de droite de notre inégalitétend vers 0, et en appliquant le théorème des gendarmes, lim

n→+∞
|vn − r3| = 0, 'est-à-dire que

lim
n→+∞

vn = r3.3. (a) La fontion hn est C∞ sur R+, de dérivée h′
n(x) = nxn−1 + (n − 1)xn−2 + · · · + 2x + 1. Lafontion hn étant striement roissante sur R+, elle y est bijetive. Comme hn(0) = −a < 0et lim

n→+∞
hn(x) = +∞, on en déduit que l'équation hn(x) = 0 a bien une solution (unique parbijetivité) sur [0;+∞[. De plus, on a hn(1) = n − a, don hn(1) > 0 si n > a. En appliquantle théorème des valeurs intermédiaires, hn s'annule alors sur l'intervalle ]0; 1[ et tn ∈]0; 1[.(b) C'est un simple alul : (x − 1)hn(x) = (x − 1)(xn + xn−1 + · · · + x2 + x − a) = xn+1 + xn +

· · · + x3 + x2 − ax − xn − xn−1 − · · · − x2 − x + a = xn+1 − ax − x + a = xn+1 − (a + 1)x + a.() Notons que hn+1(x) = xn+1 + hn(x). Comme hn(tn) = 0 (par dé�nition), on a don hn+1(tn) =
tn+1
n > 0, don hn+1(tn) > hn(tn). Comme par ailleurs on a aussi, toujours par dé�nition,

hn+1(tn+1) = 0, on en déduit que hn+1(tn) > hn+1(tn+1). La fontion hn+1 étant stritementroissante sur R+, ela implique tn > tn+1, et la suite (tn) est don stritement déroissante.Étant minorée par 0, elle est don onvergente.(d) On vient de voir que la suite (tn) était déroissante, don ∀A > n, 0 < tn 6 tA, et omme tn et
tA sont tous deux stritement inférieurs à 1, 0 < tnn 6 tn

A
. Fixons don A > a (de façon à e que

tA soit une onstante). Comme tA < 1 dans e as, lim
n→+∞

tn
A

= 0. En appliquant le théorèmedes gendarmes, on en déduit que lim
n→+∞

tnn = 0.(e) En reprenant la relation obtenue à la question b et en l'appliquant pour x = tn, on obtient
0 = tn+1

n − (a + 1)tn + a, soit (a + 1)tn − a = tn × tnn. Le membre de droite onvergeant vers 0d'après la question préédente, on a don lim
n→+∞

(a + 1)tn − a = 0, soit lim
n→+∞

tn =
a

a + 1
.
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