
Devoir Surveillé n�2 : 
orrigéECE3 Ly
ée Carnot20 o
tobre 2009Exer
i
e 1 (un peu fourre-tout)1. Le trinome du numérateur étant toujours positif, on se ramène à l'équation x2 −
2x + 4 = |x− 1| − 2 (ave
 toutefois un domaine de dé�nition où on doit enlever 4et −2). Ainsi si x > 1, il faut résoudre x2 − 3x + 7 = 0, équation qui n'a pas desolution. Si x 6 1, on se ramène à x2 − x + 5, qui n'a pas plus de solution, don

S = ∅.2. C'est une somme téles
opique qui se réduit à √

10 000 −
√

1 = 100 − 1 = 99.3. ∑
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.4. On 
onsidère la suite (un) dé�nie par u0 = 0 et ∀n ∈ N, un+1 = 1 +

2

1 + un

.(a) Une ré
urren
e vraiment fa
ile su�t (si un > 0, alors (un) est bien dé�nie).(b) En e�et wn+1 =
un+1 − 3
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4
wn.(
) Comme w0 = −3

2
, on obtient wn = − 3

2 × (−4)n
, puis après un petit 
al
ul

un =
wn + 3

2

1 − wn

(expression qu'on n'a pas trop envie d'essayer de simpli�er).(d) La limite de wn étant nulle (suite géométrique de raison −1

4
), 
elle de un vaut

3

2
.Exer
i
e 21. Dire que (un) est bien dé�nie revient de fait à prouver que un est toujours stri
te-ment supérieur à 1, 
e qui se fait par ré
urren
e : notons Pn : un > 1. P0 est vraiepar hypothèse, et si on suppose un > 1, alors un − 1 > 0, don
 √

un − 1 > 0 et
un+1 > 1, 
e qui prouve Pn+1 > 1 et a
hève la ré
urren
e.2. C'est une 
onséquen
e immédiate de la question pré
édente.1



3. On a vn+1 = ln(un+1 − 1) = ln(
√

un − 1) =
1

2
vn, don
 (vn) est don
 géométriquede raison 1

2
.4. Comme v0 = ln 2, vn =

ln 2

2n
, et un = evn + 1 = 2

1

2n + 1.5. La limite de 1

2n
valant 0, 
elle de 2

1

2n vaut 1 et lim
n→+∞

un = 2.Exer
i
e 31. La fon
tion fA vaut 1 sur l'intervalle [0; 2] et 0 le reste du temps :
0 1 2 3 4−1−2−3

0

1

2. La fon
tion n'est 
ertainement pas inje
tive puisque par exemple f(−4) = f(35) =

0. Elle est par 
ontre surje
tive puisque 0 et 1 ont tous les deux des anté
edentspar fA.3. La fon
tion n'est pas surje
tive dans deux 
as : si elle est tout le temps nulle, 
equi est le 
as pour A = ∅, ou si elle est tout le temps égale à 1, 
e qui est le 
aspour A = R.4. La fon
tion fA ∪ B vaut 1 sur l'intervalle [0; 4] et elle est nulle le reste du temps ;la fon
tion fA ∩ B vaut 1 sur l'intervalle [1; 2] et elle est nulle le reste du temps.5. Si x ∈ A∩B, on a x ∈ A et x ∈ B, don
 fA(x) = fB(x) = 1, et fA∩B(x) = 1 = 1×1don
 l'égalité est véri�ée. Sinon, il y a au moins l'une des deux valeurs de fA(x) et
fB(x) qui est nulle, et leur produit est don
 nul, 
e qui 
orrespon bien à la valeurde fA∩B(x).Pour l'union, supposons d'abord que x n'appartienne ni à A ni à B. L'égalitédemandée s'é
rit alors 0 = 0+0−0×0, 
e qui est vrai. À l'opposé, si x appartientaux deux ensembles, 1 = 1 + 1 − 1 × 1 est également vrai. Supposons en�n que xappartienne à A mais pas à B (le dernier 
as est symétrique), alors x ∈ A ∪ B, et
1 = 1 + 0 − 1 × 0 reste vrai. dans tous les 
as, l'égalité demandée est véri�ée.6. Si x ∈ A, alors x /∈ Ā, et fĀ(x) = 0 = 1 − 1 = 1 − fA(x). De même, si x /∈ A,alors fĀ(x) = 1 = 1 − 0 = 1 − fA(x).
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Exer
i
e 4On 
onsidère trois suites (un), (vn) et (wn) dé�nies par u0 = 1, v0 = w0 = 0, et lesrelations de ré
urren
e suivantes : 





un+1 = un +
√

2vn

vn+1 =
√

2un + vn +
√

2wn

wn+1 =
√

2vn + wn1. On a dn+1 = un+1 − wn+1 = un +
√

2vn −
√

vn − wn = un − wn, don
 la suite este�e
tivement 
onstante. elle est don
 égale à son premier terme d0 = 1 − 0 = 1.2. Toujours en utilisant l'énon
é, sn+1 = un+1 + wn+1 = un +
√

2vn +
√

2vn + un =
sn + 2

√
2vn.3. vn+2 =
√

2un+1 + vn+1 +
√

2wn+1 =
√

2sn+1 + vn+1.4. En 
ombinant les deux 
al
uls, on obtient vn+2 =
√

2(sn + 2
√

2vn) + vn+1 =√
2sn + 4vn + vn+1. Or, en dé
alant la relation de la question pré
édente, on a

vn+1 =
√

2sn + vn, ou en
ore √
2sn = vn+1 − vn. En remplaçant dans l'égalitépré
édente, 
ela donne vn+2 = vn+1 − vn + 4vn + vn+1 = 2vn+1 + 3vn.5. La suite (vn) est don
 ré
urrente linéaire d'ordre 2, d'équation 
ara
téristique x2−

2x − 3 = 0, qui a pour dis
riminant ∆ = 4 + 12 = 16, et pour ra
ines réelles
r =

2 + 4

2
= 3 et x2 =

2 − 4

2
= −1. le terme général de (vn) peut don
 s'é
riresous la forme vn = α3n + β(−1)n, ave
 v0 = α + β = 0, et v1 = 3α− β =

√
2. Ona don
 β = −α et 4α =

√
2, soit α =

√
2

4
, puis vn =

√
2

4
(3n − (−1)n).6. Comme sn =

1√
2
(vn+1 − vn), on obtient sn =

1

4
(3n+1 − (−1)n+1)− 3n + (−1)n) =

1

4
(3×3n−3n+2×(−1)n) =

1

2
(3n+(−1)n). Réutilisons désormais que un−wn = 1,don
 sn = un + wn = 2un − 1, ou en
ore un =

1

2
(sn + 1) =

1

4
(3n + (−1)n) +

1

2
,puis wn =

1

4
(3n + (−1)n) − 1

2
.Exer
i
e 51. La fon
tion f est dé�nie lorsque x

2 − x
> 0, et x−2 6= 0. Un petit tableau de signenous donne Df = [0; 2[.2. En posant u(x) =

x

2 − x
, la dérivée de f sera de la forme f ′ =

u′

2
√

u
, et don
du même signe que u′. Contentons nous don
 de 
al
uler 
ette dernière : u′(x) =

2 − x + x

(2 − x)2
=

2

(2 − x)2
. La fon
tion f est don
 stri
tement 
roissante sur son en-semble de dé�nition. 3



La seule limite à 
al
uler est est lim
x→2

f(x) (de l'autre 
�té, f est dé�nie en 0, et
f(0) = 0). Le numérateur de la fra
tion tend alors vers 2 et le dénominateur vers
0+, don
 le quotient vers +∞. Le fait d'ajouter une ra
ine 
arrée ne 
hange rien,et lim

x→2
f(x) = +∞.3. Sur [0; 2[, les deux membres étant positifs, f(x) > x ⇒ x

2 − x
> x2, soit x >

2x2 − x3 (puisque 2 − x est toujours positif), ou en
ore x(1 − 2x + x2) > 0, soit
x(1 − x)2 > 0. Cette inégalité étant toujours véri�ée, on a bien f(x) > x sur Df ,ave
 égalité pour x = 0 et x = 1.4. Comme f(1) = 1 et f ′(1) =

u′(1)

2
√

u(1)
=

2

2
= 1, l'équation de la tangente demandéeest y = x.5. Voi
i la 
ourbe ainsi que la tangente :

0 1 2

0

1

2

3

4

5

6. La fon
tion étant stri
tement 
roissante, elle est inje
tive. De plus, au vu du 
al
ulde limite et de la valeur prise par f en 0, on a f([0; 2[) = [0; +∞[, don
 f e�e
tuebien une bije
tion de [0; 2[ sur [0; +∞[.7. Il su�t de résoudre l'équation √

x

2 − x
= y ⇒ x

2 − x
= y2 → x = 2y2 − xy2 ⇒

x(1 + y2) = 2y2 ⇒ x =
2y2

1 + y2
. On déduit de 
e 
al
ul que f−1(y) =

2y2

1 + y2(notons que f−1 n'est dé�nie que sur [0; +∞[, sinon la première équivalen
e du
al
ul pré
édent est grossièrement fausse).8. C'est une ré
urren
e toute bête : u0 ∈ [0; 1] par hypothèse, et si un ∈ [0; 1],on sait d'après le tableau de variations de f que f(un) ∈ [0; 1], 
'est-à-dire que
un+1 ∈ [0; 1], 
e qui a
hève la ré
urren
e.9. Une 
onséquen
e immédiate du fait que ∀x ∈ [0; 1], f(x) > x, est que un+1 > un,
'est-à-dire que la suite est 
roissante.10. La suite est 
roissante et majorée par 1, elle 
onverge don
. Utilisons l'indi
e :
f(x) = x a déjà été résolue plus haut, on a deux solutions qui sont 0 et 1. La limitede (un) ne pouvant être 0 (la suite est 
roissante et u0 > 0), on a don
 lim

n→+∞
un = 1.4


