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Exercice 1 (un peu fourre-tout)

1. Le trinome du numérateur étant toujours positif, on se rameéne a I’équation z? —

20 +4 = |x — 1| — 2 (avec toutefois un domaine de définition ot on doit enlever 4
et —2). Ainsi si > 1, il faut résoudre 22 — 3z + 7 = 0, équation qui n’a pas de
solution. Si < 1, on se raméne & 22 — x + 5, qui n’a pas plus de solution, donc

S=10.
2. C’est une somme télescopique qui se réduit & v/10 000 — /1 = 100 — 1 = 99.
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(a) Une récurrence vraiment facile suffit (si w,, > 0, alors (u,) est bien définie).

4. On considére la suite (u,) définie par ug =0 et Vn € N, u, 1 =1+
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(¢) Comme wy = —5 on obtient w, = — , puis apres un petit calcul

wn—l—%

1—w,

Uy = (expression qu’on n’a pas trop envie d’essayer de simplifier).
(d) La limite de w,, étant nulle (suite géométrique de raison —1), celle de u,, vaut
3
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Exercice 2

1. Dire que (uy) est bien définie revient de fait & prouver que w,, est toujours stricte-

ment supérieur a 1, ce qui se fait par récurrence : notons P, : u, > 1. Py est vraie

par hypothése, et si on suppose u,, > 1, alors u,, —1 > 0, donc vu, —1 > 0 et
Upt1 > 1, ce qui prouve P, 1 > 1 et achéve la récurrence.

2. C’est une conséquence immeédiate de la question précédente.

1



1
3. On a v, = In(uper — 1) = In(Vu, — 1) = 5 U donc (vy,) est donc géométrique

de raison 5

In2 1
4. Comme vy =1n2, v, = on et u, =e" +1=22 +1.

5. La limite de on valant 0, celle de 277 vaut 1 et liril Uy, = 2.

Exercice 3

1. La fonction f4 vaut 1 sur l'intervalle [0;2] et O le reste du temps :

2. La fonction n’est certainement pas injective puisque par exemple f(—4) = f(35) =
0. Elle est par contre surjective puisque 0 et 1 ont tous les deux des antécedents

par fa.
3. La fonction n’est pas surjective dans deux cas : si elle est tout le temps nulle, ce
qui est le cas pour A = (), ou si elle est tout le temps égale & 1, ce qui est le cas

pour A =R.

4. La fonction f4 U B vaut 1 sur Uintervalle [0; 4] et elle est nulle le reste du temps;
la fonction f4 N B vaut 1 sur 'intervalle [1; 2] et elle est nulle le reste du temps.

5. Six € ANB,onax € Aetx € B,donc fa(x) = fp(r) =1, et fanp(x) =1=1x1

donc I'égalité est vérifiée. Sinon, il y a au moins I'une des deux valeurs de fa(z) et
fB(x) qui est nulle, et leur produit est donc nul, ce qui correspon bien a la valeur
de farp(x).
Pour I'union, supposons d’abord que x n’appartienne ni a A ni a B. L’égalité
demandée s’écrit alors 0 = 0+0— 0 x 0, ce qui est vrai. A opposé, si = appartient
aux deux ensembles, 1 =1+ 1 — 1 x 1 est également vrai. Supposons enfin que x
appartienne a A mais pas & B (le dernier cas est symétrique), alors z € AU B, et
1 =140 —1 x 0 reste vrai. dans tous les cas, ’égalité demandée est vérifiée.

6.Six € A alorsz ¢ A et fi(x) =0=1—1=1— fa(x). De méme, si v ¢ A,
alors f1(x) =1=1-0=1— fa(x).



Exercice 4

On considére trois suites (uy,), (v,) et (wy,) définies par vy = 1, v = wy = 0, et les

Up41 = Uy + \/ivn
relations de récurrence suivantes : Upi1l = V2u, + v, + V2w,
Wpt+1 = \/ivn + wy,

1. On a dpsq = Upsq — Wpa1 = Up + V20, — /U — Wy, = U, — Wy, donc la suite est
effectivement constante. elle est donc égale & son premier terme dy =1 —0 = 1.

2. Toujours en utilisant ’énoncé, s,11 = Ups1 + W1 = Uy + V2u, + V2, + u, =
sy + 2¢/20,,.

3. Un+y2 = \/§un—|—1 + Unt1 + \/§wn+1 = \/§Sn+1 + Upt1-

4. En combinant les deux calculs, on obtient v, = v2(s, + 2v2v,) + vpy1 =
V2s, + 4v, + Upe1. Or, en décalant la relation de la question précédente, on a
Upi1l = V25, + v,, ou encore v/2s, = Upt1 — Up. En remplacant dans 1'égalité
précédente, cela donne v, 19 = vy11 — Uy, + 4v, + Vi1 = 20501 + 30y,

5. La suite (v,) est donc récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique 22 —

2v — 3 = 0, qui a pour discriminant A = 4 + 12 = 16, et pour racines réelles

244 2—-4
r= % = 3 et xg = — = —1. le terme général de (v,) peut donc s’écrire

sous la forme v, = a3" + B(=1)", avec vg = a+ 3 =0, et v; = 3a — 3 = V2. On

2 2
a donc 8 = —a et 4a = /2, soit a = %, puis v, = %(3” — (=1)™).

1 1
6. C 2 = —=(Uny1 — Un), on obtient s, = —(3"+1 — (—1)"+1) — 37 4 (—1)") =
1ommes \/§(v+1 v),lono ient s 4( (—=1)"*th) +(=1)")
i(3><3”—3”-|—2 X (—1)") = 5(3"—1—(—1)”). Réutilisons désormais que u,, —w, = 1,
1 1 1
donc s, = u, +w, = 2u, — 1, ou encore u,, = §<Sn +1) = 1(3" + (=)™ + 2

1 1
is w, = (3" + (—=1)") — .
puis w 4( + (=1)") 5

Exercice 5

> 0, et x—2 # 0. Un petit tableau de signe

1. La fonction f est définie lorsque 5

nous donne Dy = [0; 2]. -
/

x u

2. En posant u(z) = ——, la dérivée de f sera de la forme [/ =
p (@) = 5— f f NG
du méme signe que u'. Contentons nous donc de calculer cette derniére : v/(z) =

2—x+x 2 . : .
= . La fonction f est donc strictement croissante sur son en-
2—z)?  (2-x)

semble de définition.

, et donc




10.

La seule limite a calculer est est hrr%f(x) (de lautre coté, f est définie en 0, et
Tr—

f(0) = 0). Le numérateur de la fraction tend alors vers 2 et le dénominateur vers
0", donc le quotient vers +o0o. Le fait d’ajouter une racine carrée ne change rien,
et lin%f(:z:) = 400.

Tr—

2

x
Sur [0;2[, les deux membres étant positifs, f(x) > =z = 5 > x°, soit © >
—x

222 — 23 (puisque 2 — x est toujours positif), ou encore z(1 — 2z + %) > 0, soit
z(1 — x)? = 0. Cette inégalité étant toujours vérifice, on a bien f(z) > x sur Dy,
avec égalité pour x =0 et x = 1.
2
Comme f(1) =1et f'(1) = m =5= 1, 'équation de la tangente demandée
u
est y = x.

. Voici la courbe ainsi que la tangente :

5,,

La fonction étant strictement croissante, elle est injective. De plus, au vu du calcul
de limite et de la valeur prise par f en 0, on a f([0;2[) = [0; 400, donc f effectue
bien une bijection de [0; 2[ sur [0; o0

I1 suffit de résoudre 1’équation QL =y = 5 T v — o =2y — oy =
— —x
o(l+9?) =2y =z = 2" On déduit de ce calcul que f1(y) = 2
1 -+ y2. 1 + y2

(notons que f~1 n’est définie que sur [0; 400, sinon la premiére équivalence du
calcul précédent est grossicrement fausse).
C’est une récurrence toute béte : wy € [0;1] par hypothese, et si w, € [0;1],
on sait d’apres le tableau de variations de f que f(u,) € [0;1], ¢’est-a-dire que
unt1 € [0; 1], ce qui achéve la récurrence.

. Une conséquence immédiate du fait que Vo € [0;1], f(z) > x, est que upq1 = uy,

c’est-a-dire que la suite est croissante.

La suite est croissante et majorée par 1, elle converge donc. Utilisons l'indice :
f(x) = x a déja été résolue plus haut, on a deux solutions qui sont 0 et 1. La limite

de (u,) ne pouvant étre 0 (la suite est croissante et ug > 0), on a donc liril u, = 1.
nN—-roo



