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Durée : 3H. Calculatrices interdites.

Exercice 1 (un peu fourre-tout)

|22 — 2z + 4]

1. Résoudre I’équation
|z —1|—3

1=9 999

2. Calculer Z Vi + —Vi.
i=1

1

3. Calculer Z

1<igj<n

2
4. On considére la suite (uy,) définie par up =0 et Vn € N, up41 =1+ T
Un,
(a) Montrer que (uy,) est bien définie et que Vn € N, u,, > 0.
w3

(b) On pose wy, = . Montrer que (w,) est une suite géométrique.

up + 1
(¢) En déduire 'expression de wy, puis celle de uy,.

(d) Quelle est la limite de (uy,) ?

Exercice 2

On considére la suite (u,) définie par ug =3 et Vn € N, upt1 = Vu, — 1+ 1.

1. Montrer que (uy,) est bien définie et que, Vn € N, u, > 1

2. On introduit une suite auxiliaire (vy,) définie par v, = In(u, — 1). Montrer que (v,) est bien
définie.

3. Déterminer la nature de la suite (vy,).

4. En déduire ’expression de v, puis celle de u,,.

5. Déterminer la limite de (uy,).

Exercice 3

Soit A un sous-ensemble de R, on note fonction indicatrice de 'ensemble A I'application f4 :
A — {0;1} définie de la facon suivante : f(z) =1sixz € A, et f(z) =0six ¢ A.

1. Dessiner le graphe de la fonction f4 si A = [0;2].

2. La fonction précédente est-elle injective 7 Surjective 7

3. Pour quels ensembles A la fonction f4 ne sera-t-elle pas surjective ?



. On a toujours A = [0;2] et on pose désormais B = [1;4]. A quoi ressemblent les fonctions

indicatrices de AN B et de AUB?

. Démontrer qu’en général, on a toujours Vo € R, fanp(z) = fa(x) x fp(z) et faup(z) =

fa(@) + fB(x) — fa(z) x fB(2).

. Montrer que, pour tout ensemble A, Vr € R, fz(x) =1 — fa(x).

Exercice 4

On considére trois suites (uy), (v,) et (wy,) définies par ug = 1, vg = wp = 0, et les relations de

Up+1 = Up + \@'Un
récurrence suivantes : § vpy1 = V2, + v, + V2w,
Wn+1 = \/ivn + wn

S Ot s W N

. On définit une premiére suite auxiliaire d,, = u,, — w,. Montrer que d,, est constante et calculer

sa valeur.

On définit une deuxiéme suite auxiliaire s, = u, + wy,. Exprimer s, 41 en fonction de s, et vy,.
Exprimer v,42 en fonction de v,41 et de sp41.

Déduire des deux question précédentes que vy12 = 2vp41 + 3Un.

Calculer le terme général de la suite (vy,).

En déduire la valeur de s,,, puis celles de u,, et de w,,.

Exercice 5

Soit f la fonction définie par f(x) =

x
2—x

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

2. Etudier les variations de f, ainsi que ses limites aux bornes de son ensemble de définition.
3.
4

. Déterminer I’équation de la tangente a C, courbe représentative de la fonction f, en son point

Démontrer que, Vo € Dy, f(x) > x. Quand a-t-on égalité ?

d’abscisse 1.

Tracer le plus soigneusement possible la courbe C en tenant compte de toutes les informations
précédentes.

6. Montrer que f est bijective de [0; 2] sur [0;+o0].

7. Déterminer une équation explicite pour sa bijection réciproque f~1.

8. On considére désormais la suite (uy,) définie par ug €]0;1[ et Vn € N, up41 = f(up). Montrer

que la suite est bien définie et que Vn € N, u,, € [0; 1].

. Déterminer la monotonie de la suite (uy,).

10.

En déduire la convergence de (u,) et sa limite [ (en utilisant que f(I) =1).



